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1 Cialo

Definicja 1. Zbior K 7z dzialaniami dodawania + oraz mnozenia - (ktorych ar-
gumentami sa dwa elementy z tego zbioru, a wartoSciami elementy z tego zbioru)
nazywamy ciafem, jesli zawiera co najmniej dwa elementy oraz spelnione sa tzw.
aksjomaty ciata:

e lacznosé dodawania: V,pcex(a+0) +c=a+ (b+c),

e istnienie elementu neutralnego dodawania (zera): JocxVoexa + 0 = a,
e istnienie elementu przeciwnego: V,cxIpexa + b = 0,

e przemienno$¢ dodawania: Vo pexa + 0 =0+ a,

o laczno$¢ mnozenia: Vo pcex(a-b)-c=a- (b-c),

e istnienie elementu neutralnego mnozenia (jedynki): J1cxVoexa - 1 = a,

e przemienno$¢ mnozenia: Vo pexa-b="0-a,



Piotr Suwara i Pawel Siedlecks 3

e rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania: Vg pccxa- (b+¢)=a-b+a-c,

e istnienie elementu odwrotnego (dla kazdego niezerowego elementu): Ve s\ {0y Fpe k-
b=1.

Ciatlami sa na przyktad: zbior liczb rzeczywistych R (z dobrze znanymi dzialta-
niami), zbior liczb wymiernych @, zbior liczb zespolonych C.

Cialo oprécz powyzszych ma tez inne czesto wykorzystywane wtasnosci, ktore
wynikaja wprost z aksjomatow. Ponizej podajemy przyktady takich wtasnosci. For-
malne dowodzenie takich oczywistych faktow nie jest bynajmniej naszym celem, ale
moze by¢ dobrym ¢wiczeniem na zapoznanie sie z definicja ciala — zwlaszcza, ze
bedziemy korzystaé¢ nie tylko ze wspomnianych juz ciat.

Twierdzenie 1. W ciele wystepuje tylko jeden element neutralny dodawania (0),
tylko jeden element neutralny mnozenia (1).

Dowadd. Zatézmy, ze 01 oraz 0, sa elementami neutralnymi dodawania. Wtedy 0, =
01 + 02 = 0s.

Zupelie identycznie pokazuje sie, ze istnieje tylko jeden element neutralny mno-
zenia. O

Twierdzenie 2. e 0-a=0 dla dowolnego a € K.
o 0#1.

e Dia dowolnego a € K element do niego przeciwny nie tylko istnieje, ale jest
wyznaczony jednoznacznie; oznaczmy go —a.

e Dla dowolnego a € K \ {0} element do niego odwrotny nie tylko istnieje, ale
jest wyznaczony jednoznacznie; oznaczmy go a~* albo %

Dowaod. Dowdd pozostawiamy jako ¢wiczenie. ]

Definicja 2. Z, oznacza zbior {0, 1,...,p — 1} z dzialaniami dodawania i mnozenia
zdefiniowanymi tak, jak dla liczb catkowitych, ale modulo liczba pierwsza p.

Przyktadowo, Zjs to zbior {0, 1,2, 3,4}, w ktorym 142 = 3,24+4 = 6 (mod 5) = 1,
1-4=4,3-4=12 (mod 5) = 2.

Twierdzenie 3. Dla dowolnej liczby pierwszej p zbior Z, z tak okreslonymi dziata-
niami jest ciatem.
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Dowod. Wiekszo$¢ wlasnosci ciata mozecie sami sprawdzi¢. Nieoczywiste pozostaje
tylko, czy dla kazdego niezerowego elementu istnieje element odwrotny; jest to znane
twierdzenie teorii liczb i nie bedziemy go tutaj udowadniac. ]

Bardzo waznym cialem jest Z,. Jest to zbior {0,1} z dzialaniami takimi, ze
0+0=0,0+41=140=1,1+1=0,0-0=0,0-1=1-0=0,1-1=1. Mozna na
te dzialania patrze¢ takze jako na dzialania logiczne na wartosciach logicznych: 0 —
fatsz, 1 — prawda, + — alternatywa roztaczna (tzw. albo), - — koniunkcja (tzw. ).

Definicja 3. Charakterystyka ciala K to najmniejsza niezerowa liczba jedynek tego
ciala, jakie nalezy do siebie dodaé, by otrzymaé 0. Oznaczamy te wartosé jako charK.
Jesli taka liczba nie istnieje, wtedy charK = 0.

Przyktadowo, charakterystyki Q, R, C sg rowne 0. Z kolei charZ, = p.

2 Liczby zespolone

O liczbach zespolonych mozecie przeczyta¢ na przyktad na Wikipedii http://pl.
wikipedia.org/wiki/Liczby_zespolone lub nastronie http://www.ift.uni.wroc.
pl/“cislo/algebra/wyklad5.pdf. Z liczb zespolonych bedziemy czasami korzystac,
i chcieliby$my, zebyscie rozumieli: dodawanie, mnozenie, branie odwrotnosci, wzor de
Moivre’a, sprzezenie, modut i orientowali sie, jak te definicje interpretowaé geome-
trycznie na plaszczyznie.

3 Przestrzenie liniowe

3.1 Podstawy

Definicja 4. Przestrzenig liniowq (lub wektorowq) nad ciatem K nazywamy zbior V
7z dziataniami dodawania wektorow, ktore dowolnej parze elementow z V' (wektordw)
przyporzadkowuje inny element z V' (wektor), oraz mnozenia wektora przez skalar,
ktore elementowi z ciata K (skalarowi) oraz elementowi z V' (wektorowi) przyporzad-
kowuje element z V' (wektor); w V' wyrdzniony jest wektor zerowy, oznaczany jako
0, przy czym spelnione sa nastepujace aksjomaty (dla dowolnych w,v,w € V oraz
a,b e K):

e laczno$é dodawania wektorow: u + (v + w) = (u + v) + w,

e przemienno$¢ dodawania wektoréw: v+ v = v + u,


http://pl.wikipedia.org/wiki/Liczby_zespolone
http://pl.wikipedia.org/wiki/Liczby_zespolone
http://www.ift.uni.wroc.pl/~cislo/algebra/wyklad5.pdf
http://www.ift.uni.wroc.pl/~cislo/algebra/wyklad5.pdf
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e istnienie wektora neutralnego dodawania: v + 0 = v,

e istnienie wektora przeciwnego: dla v istnieje takie d € V', ze v+ d = 0,

e rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania wektorow: a-(u+v) =a-u+a-v,
e rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania skalarow: (a+b)-v=a-v+0b-v,

e taczno$¢ mnozenia przez skalary: (a-b)-v =a- (b-v),

1 jest elementem neutralnym mnozenia: v -1 = v.

Nie nalezy sie przeraza¢ powyzszymi aksjomatami. Wszystkie one obrazuja proste
wlasnosci, ktorych zadamy od dziatan dodawania wektoré6w i ich mmnozenia przez
skalary.

Szczegblng role pelnig przestrzenie K™ nad cialem K. Przestrzen K™ to zbior
ciaggow n-elementowych o elementach z ciata K, czyli

K" ={(ai,...,a,) s a1,...,a, € K}

z naturalnie okreslonymi dziataniami dodawania i mnozenia jako dodawanie i mno-
zenie po wspotrzednych:

(al,...,an)—i—(bl,...,bn) :(al—i—bl,...,an—i—bn),

c-(ary...;an) = (c-ay,...,c-ayp).

Najbardziej znane sa przestrzenie R", w szczegolnosci R! = R czyli prosta rzeczy-
wista, R? czyli dobrze znana nam plaszczyzna, R? czyli przestrzeni tréjwymiarowa,
ktora postrzegamy dookota siebie. Dodawanie wektoréow w tych przestrzeniach zdefi-
niowalismy wyglada dokladnie tak, jak jest to pokazywane w szkole. Takze mnozenie
przez skalar, ktore jest po prostu jednoktadnoscia o skali réwnej temu skalarowi, czyli
odpowiednim rozciagganiem.

Znowu otrzymujemy kilka oczywistych wtasnosci:

Twierdzenie 4. e Dla kazdego wektora v istnieje doktadnie jeden wektor prze-
ciwny do niego u, czyli taki, ze v+ u = 0; oznaczamy go jako —v i zachodzi
rouwnosé —v = (—1) - v.

e 0v =0 dla kazdego wektora v oraz a0 = 0 dla dowolnego skalara a.

o Jesliav =0, toa=0 lubv=0.
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Dowdd. Pozostawiamy dociekliwemu czytelnikowi. ]

Definicja 5. Niepusty podzbior W C V przestrzeni liniowej V' jest podprzestrzenig
lintowq przestrzeni liniowej V', jesli jest zamkniety ze wzgledu na dziatania dodawania
oraz mnozenia przez skalar, czyli dla dowolnych u,v € W, a € K zachodzi:

e ut+vell,
e av eW.

Latwo sprawdzi¢, ze dzialania dodawania i mnozenia w podprzestrzeni liniowej
zachowuja wszystkie swoje magiczne wlasciwosci, wobec czego W z tymi dziataniami
spelnia aksjomaty przestrzeni liniowej — jest przestrzenig liniowa.

Prostym przykladem moze byé¢ podprzestrzen W = {(a,a) : a € R} przestrzeni
V = R2. V to cala plaszczyzna, W to prosta na plaszczyznie opisana réwnaniem

Yy =z

3.2 Liniowa zalezno$¢, baza i wymiar przestrzeni

Definicja 6. Kombinacjg lintiowq uktadu wektoréow vq,...,v, o wspodlczynnikach
ai,...,a, nazywamy wektor

n
U=av +...a,0, = Zam.
i=1

Zauwazmy, ze jesli u oraz w s3 pewnymi kombinacjami liniowymi wektorow
v1,...,Un, to u + w oraz au dla dowolnego skalara a tez sg kombinacjami liniowymi
tych wektorow.

Definicja 7. Przez U = lin(vy,...,v,) oznaczamy zbiér wszystkich kombinacji li-
niowych wektorow vy, ..., v,.

Jesli wektory v; naleza do przestrzeni V', to U jest jej podprzestrzenia. Mowimy, ze
U jest przestrzeniq rozpielq na wektorach vy, . .., v,. Mowimy, ze te wektory rozpinajq
przestrzen V' jesli U = V. W takiej sytuacji kazdy wektor z V' jest pewna kombinacja
liniowa wektorow z U.

Uwaga 1. Bedziemy mowic, ze uklad wspotczynnikow aq, . .., a, jest niezerowy, jesli
dla pewnego j zachodzi a; # 0.

Moze sie zdarzy¢, ze kombinacja liniowa wektorow o niezerowym uktadzie wspot-
czynnikéw bedzie wektorem zerowym! Na przyklad dla a; = 1,a, = —1,v1 = vy =

o o= 0) ) ) -
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Definicja 8. Uktad wektoréw vy, ..., v, nazywamy lintowo zaleznym, jesli dla pew-
nego niezerowego uktadu wspotczynnikoéw aq, . . ., a, ich kombinacja liniowa jest wek-
torem zerowym:

n
Z a;v; = 0.
i=1

Jedli nie istnieje taki niezerowy uktad wspotczynnikéw, to uktad ten nazywamy
lintowo niezaleznym.

Rownowaznie, uktad vy, ..., v, jest liniowo niezalezny, wtedy i tylko wtedy, gdy
rowno$¢ > i, a;v; = 0 implikuje ay = a2 = ...a,. Jest to bardzo wazny fakt i
czytelnik powinien sie nad nim chwile zastanowic.

1 0 0
Przykladowo, uktad wektorow |0 ], | 1], | 1| jest liniowo niezalezny (dlacze-
0 0 1
0 1 1
go?). Z kolei uktad wektorow | 1|, [ =1, | 0] jest liniowo zalezny (znajdz wspol-
1 1 2
czynniki!).

Jest jeszcze jeden wazny sposob patrzenia na liniows zaleznosé wektorow.

Stwierdzenie 1. Uklad vy, ..., v, jest liniowo zalezny wtedy i tylko wtedy, gdy jeden
z tych wektorow da sie otrzymaé za pomoca pewnej kombinacji liniowej innych.

Dowadd. Zatézmy, ze uklad ten jest liniowo zalezny. Wtedy >°7 ; a;,v; = 0 dla nieze-
rowego uktadu wspotczynnikéw. Przyjmijmy bez utraty ogélnosci, ze a; # 0. Wtedy

n a;
V1 = Z — Uy,
=2

3]

co konczy dowdd implikacji w jedng strone. Dowod w druga strone pozostawiamy
jako ¢éwiczenie. O

W powyzszym dowodzie pokazalismy, ze vy € lin(vy, ..., v,). Idac ta droga, otrzy-
mujemy

Whniosek 1. Uktad wektorow jest liniowo zalezny wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z
nich nalezy do przestrzeni rozpietej na wszystkich innych.

Podamy kilka przydatnych faktow.



8 Algebra liniowa dla smiertelnikow

Stwierdzenie 2. Dany jest uktad wektorow vy,...,v,. Jedli zastapimy v; pewna
kombinacja liniowa o wspotczynnikach aq, ..., a, taka, ze a; # 0, to przestrzen U
rozpieta przez otrzymany uktad wektoréow bedzie identyczna z przestrzenig W roz-
pieta przez poczatkowy uktad wektorow.

Dowdd. Niech vf = > | a;v;. Wtedy jesi W 5 v = 3", bv;, tov = %Ull—i‘Z?:z(bi—
%ai)vi € U. Analogicznie dowodzimy v €e U = v € W. O

Sytuacja jest identyczna, jesli: zmienimy kolejno$é¢ wektoréw, pomnozymy pewien
wektor przez niezerowq stata, dodamy jeden z wektoréw do drugiego.

Stwierdzenie 3. Dany jest liniowo niezalezny uktad wektorow vy, ..., v,. Jesli za-
stapimy v; pewna kombinacja liniowa o wspotczynnikach a4, ..., a, taka, ze ay # 0,
to otrzymany uktad wektoré6w bedzie liniowo niezalezny.

Dowdd. Uktad v, ..., v, jest liniowo niezalezny. Gdyby$my po dodaniu do tego
uktadu wektora v{ = Y, a;v; otrzymali uktad liniowo niezalezny, to oznaczalo-

by to, ze v] jest kombinacja liniowa vy, ..., v,, czyli v; = > ,_o bv;, co daje nam
a1vy + Y0, av; = Y, v;, czyli ayv + Yo (a; — by)v; = 0. Ale poczatkowy uktad
wektorow byt liniowo niezalezny, czyli ay = as — by = ... = a, — b, = 0, co jest
sprzeczne z zalozeniem a; # 0. O

Sytuacja jest identyczna, jesli: zmienimy kolejno$é wektoréw, pomnozymy pewien
wektor przez niezerowg stata, dodamy jeden z wektoréw do drugiego.

Zauwazmy, ze jesli V = lin(vy, ..., v, ), to mozemy wybrac¢ najdtuzszy taki uktad
wektoréw v;,,...,v;, taki, ze jest on liniowo niezalezny. Okazuje si¢, Ze rozpinaja
one przestrzen V! Dlaczego? Po pierwsze kazdy inny wektor v; mozna otrzymac jako
kombinacje liniowa tych wektorow, gdyz gdyby bylo inaczej, moglibysmy wektor v;
dotaczy¢ do tego uktadu i otrzymac jeszcze dtuzszy uktad. Jesli zas cata przestrzen
V' da sie otrzymac¢ za pomoca wektorow vy, ..., v,, a kazdy z tych wektorow da sie
otrzymac za pomocg vj,, ..., v;, . Zastanowcie si¢ nad tym chwile, gdyz jest to bardzo
wazny wniosek. Mozemy ten fakt poszerzy¢:

Twierdzenie 5. Skoriczenie generowana przestrzen V- =lin(vy, ..., v,,) (taka, ktora
jest rozpinana przez skoriczenie wiele wektoréw) posiada baze, czyli taki uktad liniowo
niezaleznych wektorow v;,, ..., v; , ktore jqg rozpinajq. Baze te mozna wybraé sposrdod
wektorow rozpinajgcych te przestrzen.

Kazda baza przestrzeni V' jest rownoliczna.
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Dowdd. Pierwsza czes¢ twierdzenia juz udowodnili$my.

Zalozmy, ze vq,...,v, oraz uy,...,u, sa bazami V oraz k < n.

Uktad vs, ..., v, jest liniowo niezalezny oraz nie rozpina V', gdyz nie da sie za
jego pomocy otrzymaé¢ v; (konsekwencja liniowej niezaleznosci vy, ..., v,). Wobec
tego istnieje takie u;,, ktore nie jest kombinacja liniowa vs, ..., v, (gdyby kazde u;
dalo sie otrzymad, to datoby sie otrzymac calg przestrzen, bo uy, ..., u, rozpinaja te
przestrzen). Zamieniamy wiec wektor v; na u;,. Otrzymujemy uktad w;,,ve, ..., vp,
ktory jest liniowo niezalezny.

Znowu, zabierzmy z tego ukladu vy. Otrzymamy uktad w;,,vs, ..., v,, ktory nie
rozpina V. Wobec tego istnieje taki u;,, ktory nie jest kombinacja liniowa tych wekto-
row. Dodajemy go do uktadu i otrzymujemy liniowo niezalezny uktad w;,, w;,, vs, ..., Uy.

Powtarzamy te operacje, az otrzymamy liniowo niezalezny uktad wu;, ..., u;, . Ale
poniewaz k > n, to na pewno ktéres u sie powtarzaja: u;, = u;, dla pewnych a # b.
A to oczywiscie znaczy, ze ten uktad jest liniowo niezalezny. Sprzecznosé. [

Definicja 9. Liczbe elementéow dowolnej bazy V nazywamy wymiarem przestrzeni
V' i oznaczamy dim V.
Przestrzen nazywamy skoriczenie wymiarowg, jesli posiada ona skoniczona baze.

Positkujac sie powyzszym rozumowaniem, mozemy udowodnic

Twierdzenie 6 (Steinitza). Jesli uktad wektordw uy, ..., uy lezgeych w przestrzeni
liniowej V = lin(vq, ..., vy,) jest liniowo niezalezny, to:
e k<m,
o z uktadu vy, ..., v, mozna wybraé taki poduktad vj,,...,v; ., Ze
lin(vq,...,0n) =lin(uy, ..., wg, v, ..., 05, ).

W rzeczywisto$ci w drugim punkcie pokazemy mocniejszy fakt: kazdy uktad li-
niowo niezalezny uy, ..., ur w przestrzeni V.o wymiarze n mozna dopetnié do bazy
Uy ooy Uy Ujyy e v o3 Vg e

Dowdd. Oznaczmy dim V' = n. Oczywiécie n < m, gdyz baze przestrzeni V' mozna
wybra¢ z wektoréw vy, ..., vp,.

Do uktadu uq, ..., u; rozpinajacego pewna przestrzen Uy dodajmy pewien wek-
tor vj, ¢ Uy. Otrzymamy liniowo niezalezny uklad wy, ..., uy, v, rozpinajacy pewna
przestrzefi Uyy1. Znowu dodajmy wektor v;, taki, ktory nie nalezy do Ujy4i. Poste-
pujmy tak do chwili, gdy otrzymamy uktad wuy,...,us,vj,,...,v;, rozpinajacy prze-
strzen Uy s taka, ze dla dowolnego ¢ zachodzi v; € Uy s. 7 jednej strony oczywiscie
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Uksrs C V, a z drugiej strony skoro vy, ...,v, rozpinaja V i nalezg do Uy, to na
pewno tez V' C U, czyli ostatecznie V' = Uy, czyli otrzymany uktad jest baza V.
Wobec tego k + s liniowo niezaleznych wektoroéw rozpina n-wymiarowa przestrzen,
czyli k +s=mn, ale s > 0, czyli k£ < n < m, co koniczy dowod.

O
7 powyzszych rozwazan ptynag bardzo wazne wnioski.
Twierdzenie 7. Jesli dimV = n oraz uktad wektorow vy, ...,v, w przestrzeni V
jest lintowo niezalezny, to k < n. Jesli k =n, to vy, ..., v jest bazg V.
Dowdd. Czytelnik wykorzysta poprzednie twierdzenie. O
Whniosek 2. Nastepujace warunki sa réwnowazne:
e uktad vy, ..., v jest bazg przestrzeni V,
e uktad vy, ..., v; jest najwickszym liniowo niezaleznym uktadem wektorow w V',
e uktad vy, ..., v jest najmniejszym ukladem wektoré6w rozpinajacym V.

Dowod. Roéwnowaznosé pierwszych dwoch punktow wynika z poprzedniego twierdze-
nia.

Rownowaznosé pierwszego i trzeciego punktu wynika z tego, ze z kazdego uktadu
rozpinajacego V' mozna wybraé baze o liczbie wektorow réwnej n = dim V. Wobec
tego zaden uktad wektorow o liczbie mniejszej niz n nie moze rozpina¢ V. Czyli kazda
baza jest najmniejszym ukladem ukladem wektoréw rozpinajacym V.

Gdyby za$ uktad byl najmniejszym rozpinajacym V' i nie byl baza, to mozna
by bylto z niego wybraé¢ mniejsza od niego baze, ktéora bytaby mniejszym ukladem
rozpinajacym V.

Co konczy dowadd. O

Nastepny wniosek mowi, ze jeSli przestrzen “siedzacyg” w V' ma wymiar réwny
wymiarowi V', to “wypetnia” cata przestrzen V.

Whiosek 3. Jesli U C V oraz dimU =dimV,to U = V.

Dowod. Wezmy dowolng baze U, ma ona n elementéw. Jest to uktad liniowo nieza-
leznych wektoréw z V' i jest ich tyle, ile wynosi dim V', czyli z ostatniego twierdzenia
wynika, ze sa bazg V. Wobec tego baza U rozpina V, czyli V' C U i z zawierania w
druga strone otrzymujemy U = V. [
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Twierdzenie 8. Jesli vy, ..., v, jest bazq przestrzeni V', to dowolny wektor v mozna
w jednoznaczny sposob przedstawic jako kombinacje lintowq wektoréw bazowych: v =
?:1 a;V;.

Dowdd. Oczywiscie baza rozpina przestrzen, czyli v da sie zapisa¢ jako kombinacja
liniowa wektoréw bazowych: v = >7" | a;v; dla pewnych wspoétczynnikéow ay, ..., ay,.
Pozostaje udowodni¢ jednoznacznos¢ takiego zapisu. Mianowicie niech v = > | bv;.
Wtedy otrzymujemy >, (a; — b;)v; = 0, ale z liniowe] niezaleznosci wektorow bazo-
wych wynika a; — b; = 0, czyli a; = b;. Co koniczy dowod. [

Powyzszy fakt pokazuje, ze ustalajac pewng baze B wektoréw w n-wymiarowej
przestrzeni V' nad cialem K mozemy kazdemu wektorowi z tej przestrzeni przypisaé
wektor z przestrzeni K", odpowiadajacy wspotczynnikom w odpowiedniej kombinacji
liniowej. Zapisujemy to:

ai

o=

an

Zauwazmy, ze mnozac v przez skalar a otrzymamy:

a - aq
a - as
lav]p = alv|p = : ,
a- ay,
zas$ dodajac v do w:
aq b1 ap + b1
a9 bg as + bg
Pls+uls=| . |+|.]|=]| .
an by, a, + b,

3.2.1 Przestrzenie nieskoniczenie wymiarowe

Interesowaé¢ nas beda przede wszystkim przestrzenie skonczenie wymiarowe i czesé
podanych przez nas twierdzen dotyczy tylko przestrzeni skornczenie wymiarowych.
Powyzsze rozwazania pokazuja, ze wszystkie przestrzenie n-wymiarowe nad cialem
K s3 do siebie bardzo podobne; p6zniej pokazemy, ze jest to stuszna intuicja.
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W rzeczywistosci, gdybysSmy rozwazali przestrzenie skoriczenie wymiarowe, wy-
starczytoby definiowaé¢ i dowodzié¢ wszystko w przestrzeniach K. Jednak nie chcemy
porzucac¢ przestrzeni nieskonczenie wymiarowych. Prostym przyktadem przestrzeni
liniowej nieskoniczenie wymiarowej jest przestrzen wszystkich funkcji o argumentach
i warto$ciach rzeczywistych (f : R — R) nad ciatem liczb rzeczywistych. Dodawanie
i mnozenie przez skalar jest naturalnie zdefiniowane: sumg funkcji f i g jest taka
funkcja h = f + g, ze h(z) = (f + g)(x) = f(x) + g(x). Podobnie f po pomnozeniu
przez liczbe rzeczywista a daje taka funkcje h = a- f, ze h(x) = (a- f)(z) = a- f(z).

3.3 Dzialania na przestrzeniach liniowych

Definicja 10. Jesli mamy podprzestrzenie U, W C V., to sumg przestrzeni U i W
nazwiemy zbior U + W ={u+w:u € Uw € W}.

Mozna tatwo sprawdzi¢, ze U + W tez jest podprzestrzenig V.

Definicja 11. Jesli mamy podprzestrzenie U, W C V', to iloczynem przestrzeni U i
W nazwiemy przestrzen UNW ={v:v e Uv e W}.

Jako ¢wiczenie pozostawiamy sprawdzenie, ze U N W jest podprzestrzenia V.

Definicja 12. Je$li mamy podprzestrzenie U,W C V, to ich sume S = U + W
nazywamy prostg, jesli kazdy element s € S mozna jednoznacznie przedstawi¢ jako
s = u + w dla pewnych u € U,w € W. Taka sume oznaczamy jako S =U & W.

Stwierdzenie 4. Dla podprzestrzeni U, W C V ich suma U + W jest prosta wtedy
i tylko wtedy, gdy UNW = {0} (mowimy w takiej sytuacji, ze przeciecie U i W jest
trywialne).

Dowdd. Zauwazmy, ze U + W nie jest prosta wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja dwie
rozne pary (ui,wy), (ug, wa), ui, uy € U,wy,wy € W takie, ze u; + wy = s = ug + w.
Ale takie pary istniejg wtedy i tylko wtedy, gdy v = u; — us = wy — wy, ale wtedy
v=wu —uy € Uoraz v = wy —wy; € W, czyli v € UNW. Czyli jedli takie
pary istnieja, to UNW 3> v # 0 (bo u; # ug lub wy # wy), czyli U N W niejest
trywialne. Z kolei jesli U N W nie jest trywialne, to biorgc wektor 0 £ x € UNW
oraz u; = T,wy = T,uy = w; = 0 otrzymujemy odpowiednia pare. Wobec tego
istnienie takich par jest r6wnowazne z nietrywialnoscia przeciecia U N W, co koniczy
dowod. ]

Definicja 13. Podprzestrzeniq dopetniajgcqg do podprzestrzeni U C V' nazywamy
dowolng podprzestrzen W C V taka, ze U W =V,
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Stwierdzenie 5. Podprzestrzen W C V jest dopelniajaca do podprzestrzeni U C V
wtedy i tylko wtedy, gdy U + W =V oraz UNW = {0}.

Dowdd. Wynika wprost z poprzedniego stwierdzenia oraz oczywistego wymogu, by
suma U + W wypelniata cala przestrzen V. ]

Twierdzenie 9. Dla kazdej podprzestrzeni U C 'V istnieje przestrzen dopetniajgca
W C V idla kazdej takiej przestrzeni dopetniajgcej zachodzi dim U+dim W = dim V.

Dowdd. Najpierw udowodnimy istnienie przestrzeni dopelniajacej do U. Wezmy do-
wolng baze przestrzeni U. Jest to oczywiscie uktad liniowo niezalezny. Wobec tego
na mocy tego, co udowodnilismy przy okazji dowodu twierdzenia Steinitza, mozemy
ten uktad dopetni¢ do bazy V. Niech W bedzie przestrzeniag rozpieta przez wekto-
ry dopetniajace baze U do bazy V. Oczywiscie U + W to przestrzen rozpieta przez
wszystkie wektory bazowe bazy V', wiec U + W = V. Z jednoznaczno$ci zapisu wek-
tora jako kombinacji wektorow bazowych wynika, ze suma U & V' jest prosta, co
konczy pierwsza czesé¢ dowodu.

WeZzmy teraz dowolne podprzestrzenie U, W C V takie, ze U @ W = V. Wybierz-
my baze w U (wektory uy, ..., uy) oraz baze w W (wektory wy, . .., w;). Udowodnimy,
ze wektory z obu tych baz razem tworza baze V. Mianowicie poniewaz U + W =V,
oraz rozpinaja one cate U i W, to rozpinaja one cala przestrzen V. Sg takze liniowo
niezalezne, gdyz gdyby tak nie bylo, to pewna niezerowa kombinacja liniowa tych
wektorow bytaby réwna 0:

u+w = (auy + ... +opug) + (Brwy + ..+ Gy =0 = (0+0),

ale to jest sprzeczne z jednoznacznoscig zapisu 0 € V jako sumy elementow u + w,
u € U,w e W. Stad baza przestrzeni V ma k + [ elementow, czyli

dimU +dimW =k 4+ =dimV.

3.4 Przeksztalcenia liniowe

Definicja 14. Niech V,W beda przestrzeniami liniowymi nad cialem K. Funkcje
¢V — W nazywamy przeksztatceniem liniowym, jesli dla dowolnych u,v € V' oraz
dla kazdego a € K zachodzi

o p(utv)=pu)+ep),



14 Algebra liniowa dla $miertelnikow

o pav) = ap(v).

Definicja 15 (suma, iloczyn). Niech ¢,¢ : V' — W beda przeksztalceniami linio-
wymi. Wtedy ich sumg nazwiemy odwzorowanie p 4+ : V' — W takie, ze

Voev (¢ + 1) (v) = @(v) + P(v),
za$ iloczynem ¢ przez element ¢ € K nazwiemy odwzorowanie cp : V' — W takie, ze
Voev(cp)(v) = ¢ p(v).

Oczywiscie w powyzszych definicjach otrzymujemy odwzorowania bedace réwniez
przeksztalceniami liniowymi.

Definicja 16 (ztozenie). Niech ¢ : V. — W ¢ : W — Z beda przeksztatceniami
liniowymi. Ich ztozeniem nazwiemy odwzorowanie ¢ o ¢ : V — Z takie, ze

Voev (1 0 @) (v) = ¢(p(v)).
Definicja 17. Jgdrem przeksztatcenia liniowego ¢ : V' — W nazywamy zbidr
kerp ={v eV :pv)=0}=¢ '(0),
zas$ obrazem nazywamy zbior
imp = {p(v) :v eV} =pV).

Stwierdzenie 6. Jesli ¢ : V — W jest przeksztalceniem liniowym, to ker ¢ oraz
im¢ sa podprzestrzeniami liniowymi odpowiednio V' oraz W.

Definicja 18. Rzedem przeksztalcenia liniowego ¢ nazywamy wymiar jego obrazu,
czyli liczbe dim imep.

Definicja 19. Przeksztalcenie liniowe ¢ : V' — W jest:
e epimorfizmem, jesli jest na,
e monomorfizmem, jesli jest réznowartoSciowe,
e izomorfizmem, jesli jest bijekcja (czyli epimorfizmem i monomorfizmem),
e endomorfizmem, jeSi V =W,

e automorfizmem, jesli V = W oraz ¢ jest izomorfizmem.
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Stwierdzenie 7. Przeksztalcenie liniowe ¢ : V. — W jest epimorfizmem wtedy i
tylko wtedy, gdy imp = W.

Przeksztalcenie liniowe ¢ : V' — W jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy,
gdy ker p = {0}.

Dowdd. Pierwsza cze$¢ stwierdzenia wynika wprost z definicji.

Oczywiscie 0 € ker . Zalézmy teraz, ze istnieje x # 0, x € kerp. Wtedy
©(0) = p(x) = 0, czyli wtedy ¢ nie jest monomorfizmem. Wobec tego jesli ¢ jest
monomorfizmem, to ker ¢ = {0}. Z drugiej strony, jesli p(z) = p(y) dla x # y, to
olx —y) = @(x) —e(y) =0, wiec 0 # x —y € ker p. Wobec tego jesli ker p = {0},
to  jest monomorfizmem. O]

Stwierdzenie 8. Rzad przeksztalcenia liniowego ¢ : V' — W jest nie wiekszy, niz
dim .

Dowad.
imp CW = dimimp < dim W.

[

Twierdzenie 10. Przeksztatcenie liniowe ¢ : V. — W jest jednoznacznie okreslo-
ne przez jego wartoSci w elementach tworzgeych baze przestrzeni V', to znaczy jesls
(v1,...,0,) jest bazg V, to zapisujgec v w tej bazie oraz majgc ustalone wartosci

o(v1), ..., 0(v,) otrzymujemy
p(v) = plarvr + ..+ apv,) = arp(vr) + ..+ anp(vn).

Dowaod. Dowod przez oczywistosé: powyzsza rownosé wynika z liniowoéci v, zas jed-
noznacznos$¢ wynika wprost z jednoznacznosci zapisania v w bazie (vy,...,v,). O

Udowodnimy teraz bardzo istotne twierdzenie dotyczace izomorfizméw:

Twierdzenie 11. Przeksztatcenie liniowe ¢ : V. — W jest izomorfizmem wtedy i
tylko wtedy, gdy przeprowadza baze przestrzeni V na baze przestrzeni W.

Dowdd. Zatozmy, ze ¢ jest izomorfizmem. Wezmy dowolng baze (v1,...,v,) prze-
strzeni V. Zauwazmy, ze skoro jest to baza, to wektory te rozpinaja V', czyli kazdy
wektor ¢(v) mozna zapisa¢ jako p(v) = p(a1v1+. ..+ a,v,) = a1p(vr)+. .. anp(vy),
czyli wektory (wy = p(v1),...,w, = ¢(v,)) rozpinaja imy = W. Z drugiej strony sa
liniowo niezalezne, gdyz

0=aiw; + ... +a,w, = plav; + ...+ auu,) =
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ol + ...+ av,) =0 = a1+ ... +au, =0 = ay=...=a, =0
ostatnia implikacja jest prawdziwa, gdyz uktad (vy, ..., v,) jest baza, czyli jest liniowo
niezalezny.

Zalozmy teraz, ze ¢ przeprowadza baze (v1,...,v,) przestrzeni V na baze (w; =

o(v1), ..., w, = @(v,))przestrzeni W. Ale jesli tak jest, to na pewno imp = W, gdyz
wektory z bazy W rozpinaja W oraz znajduja sie w imp. Pozostalo wiec udowodni¢,
ze kerp = {0}. Alev € kerp = p(av; + ...+ av,) =0 = ayp(v) + ...+
anp(vy) =oqw + ...+, =0 = a3 =...=a, =0 = v =0, co konczy
dowdd. [

Whioskiem z powyzszego twierdzenia jest:

Twierdzenie 12. Przestrzenie V i@ W sq izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy
dimV =dim W.

Dowdd. Udowodnilismy juz, ze jesli V' i W sa izomorficzne, to izomorfizm prze-
ksztatca baze jednej przestrzeni na baze drugiej, czyli ich wymiary sg réwne. Jesli
za$ ich wymiary sg rowne, to na mocy poprzednich dwoch twierdzen mozemy okresli¢
przeksztalcenie ¢ takie, ze jesli (vy,...,v,) oraz (wq,...,w,) sa bazami V i W (sa
rownoliczne, bo dim V' = dim W), to p(v1) = wy irzeczywiscie to jest izomorfizm. [

Wiemy dzieki temu, ze dwie n-wymiarowe przestrzenie liniowe nad tym samym
clalem K sa w swej istocie identyczne i1 w szczegélnosci izomorficzne z K". Jest
to bezposrednio zwigzane z jednoznacznoscig zapisu wektora z takiej przestrzeni w
pewnej n-elementowej bazie tej przestrzeni.

Definicja 20. Obcieciem przeksztalcenia ¢ : V' — W do podprzestrzeni U C V
nazywamy przeksztalcenie |y : U — W takie, ze ¢|y(v) = ¢(v).

Stwierdzenie 9. Jesli V = ker p @ U, to przeksztalcenie |y : U — W jest mono-
morfizmem.

Dowdd. Z definicji obciecia wynika wprost, ze ker p|y C ker ¢, ale przeciez ker p|y C
U, wiec {0} C ker p|y CkerpNU = {0}, a stad wynika, ze ker ¢|y jest monomorfi-
zmem. O]

Obcinanie przeksztalcenia do podprzestrzeni dopelniajacej do jego jadra tutaj
stuzy temu, by “wyrzuci¢” z dziedziny tego przeksztalcenia jadro i zajmowaé sie
tylko istotnym “fragmentem” tego przeksztalcenia. Podobnie, gdy imy # W, zapewne
bedziemy chcieli ograniczy¢ przeciwdziedzine tylko do istotnego fragmentu, czyli do
ime.
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Stwierdzenie 10. Przeksztalcenie ¢’ : V' — imgp takie, ze ¢'(v) = p(v) jest epimor-
fizmem.

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze imy’ = imey. O]

Mozemy uzy¢ obu tych trikow, by majac przeksztalcenie ¢ : V. — W oraz roz-
kitad V = kerp & U uzyskaé¢ przeksztalcenie ¢’ : U — imy bedace jednoczednie
epimorfizmem i monomorfizmem, czyli izomorfizmem.

Korzystajac z uzyskanych wiadomosci, mozemy udowodnié¢ twierdzenie wskazu-
jace podstawowa zalezno$¢ miedzy jadrem przeksztalcenia i jego obrazem.

Twierdzenie 13. Dla dowolnego przeksztatcenia liniowego ¢ -V — W zachodzi
dim ker ¢ + dimimp = dim V.

Dowdd. Okreslmy przeksztalcenie ¢’ : U — imp takie, ze ¢'(v) = ¢(v) oraz U &
ker p = V. Z powyzszych dwoch stwierdzenn wynika, ze jest ono izomorfizmem. Ale
wobec tego U oraz imy sg izomorficzne, czyli dimU = dimime. Z drugiej strony
U@ kerp =V, czyli dimker ¢ + dimimy = dimker ¢ + dim U = dim V, co koriczy
dowdd. [

3.4.1 Rzutowania i symetrie

7 tego fragmentu skryptu najprawdopodobniej nie bedziemy korzystaé, ale umiesz-
czamy go, by poda¢ przyktady stosowania poznanych poje¢ i twierdzen.

Definicja 21. Rzutowaniem przestrzeni V na podprzestrzen U C V wzdluz dopel-
niajacej do niej podprzestrzeni W C V' (czyli takiej, ze U & W = V) nazywamy
przeksztalcenie ¢ : V' — V takie, ze jesli zapiszemy v € V' jako sume v = u + w dla
ue Uwe W, to zachodzi ¢(v) = U.

Zauwazmy, ze imy = U oraz kery = W, wiec imy) & keryp = V, jesli ¢ jest
wskazanym powyzej rzutowaniem.

Definicja 22. Symetrig przestrzeni V' wzgledem podprzestrzeni U C V wzdtuz do-
pehiajacej do niej podprzestrzeni W C V' (czyli takiej, ze U @ W = V) nazywamy
przeksztalcenie ¢ : V' — V takie, ze jedli zapiszemy v € V jako sume v = u + w dla
u € U,w € W, to zachodzi ¢¥(v) = —u + w.

Zauwazmy, ze imy) = V oraz kery = {0}.
7 pojeciami rzutowania i symetrii wigze si¢ nastepujace stwierdzenie, ktore podaje
ich alternatywne definicje:
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Twierdzenie 14. ¢ jest rzutowaniem wtedy i tylko wiedy, gdy Vv = (? = o).
Y jest symetrig wtedy i tylko wtedy, gdy ¢? = 1d, gdzie 1d to przeksztatcenie
identycznosciowe, 1d(v) = v.

Dowdd. Czytelnik sam sprawdzi, ze dla rzutowania v zachodzi ¥? = 1), oraz podob-
nie, ze dla symetrii ¢ zachodzi ¥? = Id.

Udowodnimy, ze jesli 1) = 1, to ¢ jest rzutowaniem. Mianowicie niech U = im.
Zauwazmy, ze (U) = ¥ ((V)) = *(V) = (V) = U, czyli poniewaz dim ker ¢y =
dim U —dimimy|y = dim U —dim ¢|y(U) = dim U —dim¢(U) = dim U —dim U = 0,
to w U nie istnieje element u # 0 taki, ze (u) = 0, wiec ker yNU = {0}. Wobec tego
suma kert 4+ U jest prosta, ale dimkervy & U = dimkery + dimU = dimker vy +
dimimy = dim V. Poniewaz kery @ U C V, to keryp @ U = V. Teraz zapisujac
v € V w postaci v = u + w, gdzie u € U,w € kerv otrzymujemy ¥(u + w) =
Y(u) + Y(w) = P(u). Ale poniewaz u € im), to istnieje x takie, ze u = (z). Czyli
P(u) = P((x)) = *(x) = ¥(x) = u, czyli ¥ jest rzutowaniem na U wzdtuz ker .

Udowodnimy, ze jesli ¢ = Id, to 1 jest symetrig. Mianowicie rozpatrzmy prze-
ksztalcenie ¢ = 271 - (Id — ¢) (element 2 = 1 + 1 znajduje si¢ w kazdym ciele!).
Otoz @?> = (271 - (Id —4))?=2"2-(1d> =2 -¢pold +4?) =22 (Id—2-¢ +1d) =
271 (Id =) = ¢, czyli ¢ jest rzutowaniem na pewna przestrzen U wzgledem pewnej
przestrzeni W. Z tego wynika, ze dlav € V', gdzie v = u+w, u € U,w € W, zachodzi
Y) =1Id(v) =2 -pv) =v—2-u=u+w—2u = —u+ w, co oznacza, ze Y jest
symetria wzdtuz U wzgledem W. [

3.5 Macierze

Definicja 23. Macierzg m x n o wyrazach ze zbioru V nazwiemy funkcje A :
{1,2...,m} x{1,2,...n} — V. Jej wartosci na parach (i, j) bedziemy oznaczaé a;;
i nazywaé¢ wyrazam: macierzy. Wygodnie jest traktowac i zapisywaé macierze jako
prostokatne tabelki- wowczas naturalne okazuje sie nazwanie wyrazow a;i, a;o, - . ., Qin
Oraz aij, gj,. .., Gm; odpowiednio i—tym wierszem i j—tq kolumng macierzy A. Zbior
wszystkich macierzy m x n o wyrazach ze zbioru V' oznaczamy M,, ., (V).

Definicja 24. Niech A € M,,«,(F). Operacjami elementarnymi na wierszach na-
zwiemy nastepujace operacje na A:

e Dodanie do jednego wiersza innego przemnozonego przez liczbe.
e Pomnozenie wiersza przez niezerowa liczbe.

e Zamiana dwoch wierszy miejscami
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Analogicznie definiujemy elementarne operacje na kolumnach.

Definicja 25. Mo6wimy, ze macierz A jest w postaci schodkowej gdy kazdy wiersz ze-
rowy znajduje si¢ ponizej kazdego wiersza niezerowego, oraz dla kazdego wiersza jego
pierwszy niezerowy wyraz znajduje sie dalej na prawo niz pierwszy niezerowy wyraz
w wierszu poprzednim. Gdy te pierwsze niezerowe wyrazy sa jedynkami, mowimy ze
macierz jest w postaci schodkowej zredukowanej.

Twierdzenie 15. Kazdg macierz mozna za pomocq pierwszej i trzeciej elementar-
nej operacyi na wierszach sprowadzié do postaci schodkowej, a potem stosujgc druga
operacje, do postaci schodkowej zredukowaney.

Dowdd. Prosta indukcja po liczbie wierszy. ]

Uwaga 2. Relacja bycia potaczonym ciagiem operacji elementarnych jest relacja row-
nowaznosci w zbiorze macierzy ustalonego rozmiaru.

Stwierdzenie 11. Jezeli A’ powstaje z A za pomoca ciggu operacji elementarnych,
to gdy ay,...a, to wiersze A mamy lin(ay,...a,) = lin(a},...al).

Dowdd. Skoro relacja bycia polaczonym ciagiem operacji elementarnych jest relacja
rownowaznosci, to wystarczy udowodnic to stwierdzenie dla jednej operacji elementarnej-
wystarczy przekonac sie o jednej inkluzji powtok, poniewaz druga wyniknie z zamiany
roli macierzy A i A". Mnozenie przez niezerowy skalar nie zmienia zbioru kombinacji
liniowych, poniewaz wystarczy poprawié¢ jeden wspotczynnik. Dla zamiany wierszy
zamieniamy dwa wspotczynniki miejscami, a dla dodawania wierszy przemnazamy
jeden wspotezynnik przez odpowiedni skalar i dodajemy do drugiego. ]

Uwaga 3. Niech aq,...,a, € F*iV =lin(ay,...,a,). Wowczas gdy A jest macierza o
wierszach aq, ..., a,, a A’ macierza schodkows otrzymang operacjami elementarnymi
z A. Wowcezas niezerowe wiersze a; tworza baze V.

Dowdd. Niezerowe wiersze tworza uktad liniowo niezalezny, oraz rozpinaja cala prze-
strzen, skoro operacje elementarne nie zmieniaja powtoki liniowej wierszy. ]

Uwaga 4. Niech A € M,,«,(F) bedzie macierza o kolumnach ki,..., k,, a A" ma-
cierza schodkowa otrzymana z A za pomoca elementarnych operacji na wierszach.
Jezeli ki, Ko, ..., K}, sa kolumnami A’ zawierajacymi pierwsze niezerowe wyrazy
niezerowych wierszy A’, to kj1, kjo, ..., k;r stanowia baze przestrzeni rozpietej przez

kolumny A.
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Dowdd. Niech aikj;+...+a.kj, = 0. Ta rownos¢ pozostaje prawdziwa niezaleznie od
operacji wykonywanych na wierszach, w szczegdlnosci dla macierzy A’ co oznacza ze
ai,...,a, sy rozwiazaniem jednorodnego uktadu rownan z macierza wspotczynnikow
o kolumnach £y, k%, . . ., k7, — jest oczywiste Ze jedynie wektor zerowy stanowi rozwia-
zanie. Wystarczy teraz pokazac, ze dla kazdego j zachodzi k; € lin(kj1, kjo, .. ., kjr),
czyli ze istniejg takie by,..., 0., ze k; = bikj1 + bakjo + ... + b.kjp, czyli rtbwnowaznie
Ky = b1k +bokjg+. . .+ bk, co daje uktad réwnan o macierzy rozszerzonej majacej
kolumny k;1', k;2', ..., kjr', K}, czyli niezawierajacy wiersza majacego same zera poza
ostatnig kolumna, czyli jest niesprzeczny. ]

Definicja 26. Macierzq transponowang do A € M, (F) nazwiemy macierz B €
M (F), taka ze a;;-bj;. Oznaczamy ja przez AT,

Stwierdzenie 12. Dla dowolnej macierzy A € M, x,(F) wymiar powloki linowej
rozpietej przez wiersze aq,...a,, jest rowny wymiarowi powtoki liniowej rozpietej
przez kolumny kq, ..., k,.

Dowdd. Sprowadzmy A do postaci schodkowej. Wowczas na mocy poprzednich uwag

3 3 / / : / /
niezerowe wiersze ay,...,a, sa baza lin(ay, ..., a,), oraz gdy K, ...,k sa kolum-
nami A’ zawierajacymi wyrazy narozne (rozpoczynajace schodki, czyli pierwsze nie-
zerowe wyrazy w wierszach), kolumny k;,, ..., k;, stanowia baze lin(ky,..., k,). O

Definicja 27. Maksymalna liczbe linowo niezaleznych wierszy i kolumn macierzy A
nazywamy rzedem i oznaczamy przez rA, rkA, rankA.

Twierdzenie 16 (Kronecker-Cappelli). Rozwazmy uktad U m réwnan linowych n
zmiennych o macierzy rozszerzonej Ay i macierzy wspotczynnikow A. Wowcezas uktad
jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy gdy rA = rAy. Przestrzen rozwigzan W jedno-
rodnego uktadu rownan odpowiadajgcego U ma wymiar n —r, oraz zbior rozwigzan U
to a+ W gdzie a jest dowolnym rozwigzaniem U.

Dowdd. Niech aq,as, ..., a,,bbeda kolumnami Ay, czyli U ma rozwigzanie <= b €
lin(ay,...,a,) <= lin(ay,...,a,) = lin(ay,...,a,,b) <= dim lin(ay,...,a,) =
dim lin(ay, ..., a,,0) <= rA =rAy. Gdy macierz schodkowa otrzymana z A ma r

niezerowych wierszy, to rozwiazanie uktadu ma r zmiennych zaleznych n — r para-
metréw, czyli wymiar przestrzeni rozwigzan wynosi n —r, a gdy a jest rozwigzaniem
U, to c jest rozwigzaniem U tylko gdy a —c € W. ]
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3.5.1 Macierze przeksztalcen liniowych

Definicja 28. Niech f: V — W bedzie przeksztalceniem liniowym miedzy dwoma
przestrzeniami linowymi i niech A = {ay,...,a,} i B ={b;...,b,} beda bazami V
i W. Macierzq przeksztatcenia f w bazach A, B nazywamy M € M,,.,(F), taka za

dla kazdego j mamy f(a;) = in: ai;b;. Oznaczamy ja M(f)5.

Uwaga 5. Przy ustalonych bazach dwodch przestrzeni przyporzadkowanie kazdemu
operatorowi (przeksztalceniu) liniowemu jego macierzy w tych bazach zadaje izomor-
fizm miedzy przestrzenig operatoréow liniowych na tych przestrzeniach, a przestrzenia
wszystkich macierzy odpowiedniego rozmiaru.

Definicja 29. Iloczynem macierzy A € My« (F) i B € My, (F) nazywamy macierz
k

C € My xn(F), taka ze ¢;; = X ayby; i oznaczamy A - B lub krocej AB.
=1

Uwaga 6. Oznaczajac przez [ macierz majaca zera wszedzie poza przekatna na ktorej
znajduja sie jedynki otrzymujemy rownosci IA = A = Al.

Stwierdzenie 13. Stosujac oznaczenia z definicji macierzy przeksztalcenia oznacza-
jac przez cy,...,c, 1 dy, ..., dy, sa wspOlrzednymi wektoréow v i f(v) w bazach A i
B, to zachodzi réwnos¢
C1 dy
M - =

Cn dp,

Dowdd. Wystarczy w wyrazaniu f(v) rozpisa¢ wektor v na wspotrzedne, skorzysta¢
z liniowosci, rozpisa¢ obrazy wektorow bazowych na wspotrzedne, skorzystac¢ z de-
finicji mnozenia macierzy i na koniec skorysta¢ z jednoznaczno$ci wspotczynnikow
kombinacji liniowych. ]

Definicja 30. Niech A i B beda bazami przestrzeni V. Wéwczas macierz identycz-
nosci w tych bazach nazywamy macierzqg zmiany baz od A to B. Nie jest to nazwa
przypadkowa, poniewaz na podstawie powyzszego stwierdzenia mnozenie przez nia,
kolumnowego wektora zawierajacego wspotrzedne pewnego wektora w bazie A daje
w wyniku kolumnowy wektor wspétrzednych tego wektora w bazie B.

Twierdzenie 17. Jezeli V., W, Z sa przestrzeniami liniowymi nad F z bazami A, B, C,
oraz f: V. — W ig: W — Z sq operatorami linowymi, to M(go f)§ = M(g)$ -
M(f)}.
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Dowdd. Niech A = {ay,...,a,}, B = {by,...,b} 1 C = {c1,...,¢c}. Wowczas
oznaczajac malymi literami a, b, c wyrazy wyzej wymienionych macierzy przeksztal-
cen otrzymujemy

m k k
flag) =" aibe, g(b) =Y buci, (go f)la;) =D cijci,
t=1 =1 =1

a wowczas w wyrazeniu (go f)(a;) ponownie rozpisujac na wspotrzedne, korzystajac z
m

liniowosci 1 powyzszych réwnosci otrzymujemy dla kazdych 4, j, ze ¢;; = > byay;. O
=1

Definicja 31. Macierz A € M, (F) nazwiemy odwracalng gdy isnieje B € M, (F),
taka ze AB = I. Wowczas B oznaczamy A~! i nazywamy macierzg odwrotng do A.

Twierdzenie 18. Macierz A € My, (F) jest odwracalna, gdy endomorfizm f prze-
strzeni F" zadany warunkiem A = M(f)5 jest izomorfizmem.

Dowdd. Gdy AB = I to definiujemy endomorfizm g warunkiem B = M(g)%. Wow-
czas M(fg)st = M(f)SEM(g)st = AB = I = M(id)%, czyli f jest epimorfizmem
miedzy przestrzeniami tego samego wymiaru, czyli izomorfizmem. Na odwroét za po-
mocg izomorfizmu odwrotnego definiujemy macierz B, ktora dzieki analogicznemu
rachunkowi okaze sie macierzg odwrotna do A. ]

Uwaga 7. Skoro izomorfizm odwrotny jest wyznaczony jednoznacznie, oraz izomor-
fizm odwrotny do odwrotnego to on sam to gdy AB = I mamy takze BA = I, oraz
macierz odwrotna jest wyznaczona jednoznacznie.

4 Przestrzenie unitarne

4.1 Tloczyn skalarny

F oznacza albo R, albo C (mozna podstawi¢ dowolne z nich).

Definicja 32. Illoczynem skalarnym na przestrzeni wektorowej V nad cialem F €
{R,C} (nie bedziemy rozpatrywaé innych cial) nazwiemy funkcje (-,-) : V2 — V
posiadajaca nastepujace wlasciwosci:

e Liniowo$¢ wzgledem pierwszej zmiennej:

vu,v,wGV,a,ﬁE]F<Oéu + 51}7 w) = Oé<'u’7 w> + 5<U7 U}>
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e Symetria hermitowska:
vv,w€V<U7 w> = <U}, U>7

gdzie - oznacza sprzezenie zespolone.

e Dodatnia okreslonosé:
VU€V<U7U> 2 07

przy czym réwno$c zachodzi tylko dla v = 0.
Definicja 33. Pare (V, (-, -)) bedziemy nazywaé przestrzenia unitarna w przypadku
gdy F = C, a gdy F = R bedziemy stosowali zamiennie nazwe przestrzen euklidesowa.

W przypadku gdy jest jasne o jaki iloczyn skalarny chodzi bedziemy pomija¢ drugi
element pary.

Definicja 34. Dtugoscia lub norma wektora v przestrzeni unitarnej V nazwiemy
funkcje || - || : V — R{ dana wzorem ||v|| = \/(v,v).

Uwaga 8. Z definicji iloczynu skalarnego wynika, ze ||av|| = |o] - ||v||, oraz ||v]| = 0,
przy czym réwno$é zachodzi tlyko gdy v = 0.

Definicja 35. Tloczyn skalarny w przestrzeni R” definiujemy nastepujaco:
| =T1Y1 + ...+ Tp¥Yn.

W przestrzeni C" bedzie to:

T T
| =21Y1 + ...+ Tl
Tn Tn

Mozna sprawdzié, ze powyzsze definicje w przestrzeniach F” spelniaja wczesniej
podane aksjomaty. W szczegolnosci definicja dtugosci wektora i iloczynu skalarnego
wektora w przestrzeniach R? R? jest taka sama, jaks znamy ze szkoty.

Stwierdzenie 14 (Najwazniejsze wlasnosci iloczynu skalarnego). Gdy (-,-) jest
iloczynem skalarnym na V', to dla dowolnych vy, vs, ..., v,, w1, we, ... w, € V i
T1,T2y -y Tny Y1,Y2, - - Ym el mamy

nom

<Z LiVi, Z ijj> = Z Z 25 (vi, w;).-
i=1 j=1

i=1 j=1
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Dla v, w € V zachodza tzw. tozsamosci polaryzacyjne: 4 Re{v, w) = ||v +w||* + ||Jv —
wl||?, oraz 4Im(v, w) = ||v + iw||* — [|v — w]|[*.

Kazdy roznowartosciowy operator (epimorfizm) L : V — W gdzie W jest przestrze-
nig unitarna wyznacza pewien iloczyn skalarny na V wzorem (vy, vao)y = (L(v1), L(ve))w .

Definicja 36. Wektory w,v € V nazwiemy ortogonalnymi (prostopadlymi), gdy
(v,w) = 0 i oznaczamy to v L w. Podzbiory V nazwiemy ortogonalnymi gdy ich
elementy sa parami ortogonalne. Uktad paramy ortogonalnych wektoréw nazwiemy
ortogonalnym, a gdy maja wszystkie norme réwna 1, to taki uktad nazwiemy orto-
normalnym.

Stwierdzenie 15 (Natychmiastowy wniosek z dwuliniowosci). Jedynym wektorem
ortogonalnym do calej przestrzeni jest wektor zerowy.

Dla X, Y €e Vmamy X LY =Y 1 X, lin(X) L lin(Y).

Gdy (v;)i=1,...n jest ortogonalnym uktadem wektoréw ma miejsce rownosé Pitagorasa:

n n
2 2
1wl = llul
i=1 i=1
Twierdzenie 19 (Gram-Schidt, o ortogonalizacji). kazda skoriczenie generowana

podprzestrzen przestrzeni unitarnej posiada baze ortogonalng.

Twierdzenie 20 (O rzucie ortogonalnym). Niech U <V i dimU < oco. Wéwezas

Yoy € Uv — ' L U,

oraz jezeli (e, ..., e,) jest ortonogonalng bazqg U zachodzi réwno$é
" (v, e;)
v = (v, e e;.
; <6i7 €i>

Dowdd. Tych twierdzen bedziemy dowodzi¢ jednoczeSnie przez indukcje- najpierw

pokazmy pierwsze z nich pod zatozeniem, ze istnieje baza ortonormalna, nastepnie

postugujac sie wtasnie udowodniona implikacja pokazemy drugie twierdzenie, aby na

koniec wywnioskowaé¢ z niego pelng wersje twierdzenia o rzucie ortogonalnym.

Niech (ey,...,e,) bedzie ortogonalna baza U. Wowczas kazdy v € U mozna za-
n

pisa¢ jako Y N\e;, oraz v — v’ L lin(eq,...,e,) = U <= Vo —v L ¢, ale
i=1

(v—2"e) =0 <= (v,e;) — \i(es, ¢;) (korzystamy tytaj z dwuliniowosci o ortogo-

nalnosci bazy), czyli v' spelia zadane warunki wtedy i tlyko wtedy gdy jest zadany

n
wzorem v = S %€l o
2 Tere)
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W twierdzeniu o ortogonalizacji Grama-Schmidta uktad zlozony z jednego wekto-
ra jest ortogonalny. Przypusémy wiec, ze twierdzenie jest prawdziwe dla wszyst-
kich przestrzeni unitarnych wymiaru mniejszego niz n. Wezmy teraz dowolna baze

(v1,...,v,)1namocy zalozenia indukcyjnego wybierzmy ortogonalna baze (e1, ..., €,-1)
przestrzeni lin(vy, ..., v,_1). Teraz niech v’ bedzie ortogonalnym rzutem v, na lin(vy, ..., v,_1)-
wowcezas v € lin(vy,...,v,—1), czyli lin(vy,...,vp-1,v,) = lin(vy, ..., 0p-1,0, —

V'), oraz v —n — v L lin(vy,...,v,-1), czyli ;o — n — o' L e;, co oznacza ze
(e1,...,€n 1,0, — V') stanowi szukana baze ortogonalna.

Ostatecznie laczac ostatnie dwa paragrafu otrzymujemy teze twierdzenia o rzucie
ortogonalnym. [

Uwaga 9. Kazda skoriczenie wymiarowa przestrzen unitarna posiada baze ortonor-
malna i kazdy uktad ortonormalny (ktory jest oczywiscie liniowo niezalzezny) daje
sie uzupetni¢ do bazy ortonormalnej.

Dowad. Istnienie bazy ortonozmalnej wynika natychmiast z twierdzenia o ortogona-
lizacji. uzupetniajac nasz uktad ortonormalny do jakejkolwiek bazy mozemy prze-
prowadzi¢ ortogonalizacje otrzymanej bazy i zauwazy¢ ze poczatkowe ortonormalne
wektory nie ulegna zmianie. [

Twierdzenie 21. Rzutowanie ortogonalnie nie zwieksza normy wektorow, a nierow-
nosé jest ostra, gdy rzutowany wektor nie nalezy do podprzestrzeni na ktora rzutuje-
my.

Dowdd. Jezeli rzutujemy v na U i v € U, to jego rzutem jest on sam (spelnia wyma-
gane warunki, a rzut jest wyznaczony jednoznacznie). W przeciwnym wypadku ma
miejsce rownosé Pitagorasa [|v]|? = |[v/||* + ||v — V'||?, przy czym |[v —/||> £ 0. O

Whiosek 4 (Cauchy-Buniakowski-Schwarz). [(v, w)| < ||v]|-||w]|, przy czym réwnosé
zachodzi gdy v, w sa linowo zalezne.

Dowdd. Gdy w = 0 zachodzi réownosé. W przeciwnym wypadku rzutujac v na lin(w)
na mocy poprzedniego twierdzenia i twierdzenia o rzucie ortogonalnym otrzymujemy

‘Tfmﬁ'ﬁ' < ||v]|, oraz odpowiednie warunki opisujace przupadek rownosci. O

Whiosek 5 (Bessel). Gdy (ey,...,e,) € V jest ortonormalny, to 5 (v, e))? < [[v]|?
i=1
i rownosé zachodz gdy v € lin(eq, ..., e,).

Dowdd. Rzutujac v na lin(eq, ..., e,) otrzymujemy na podstawie rownosci Pitago-
n
N2 =3 [{v,e)* < ||v]f?, czyli teza wraz z przypadkiem réwnosci wynika z
i=1
udowodnionego twierdzenia. ]

rasa ||v
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4.2 Przestrzenie ortogonalne

Definicja 37. Dla dowolnego podzbioru A C V przez A ortogonalne lub anihilator
rozumiemy zbiér {v € V' v L A}. A ortogonalne oznaczamy A=L.

Stwierdzenie 16 (Najwazniejsze wlasnosci anihilatora). Dla dowolnych podzbiorow
A, B C V mamy

o Al =,caat ijest to podprzestrzen V.
e (AUB)t = At n Bt

e AC B= At > B

o (lind): — AL,

Definicja 38. Mowimy, ze V jest suma ortogonalng podprzestrzeni V; gdy jest ich
sumg algebraiczna i sa one parami ortogonalne. Gdy zawiera ona dwa sktadniki to
kazdy z nich nazywamy dopetnieniem ortogonalnym drugiego.

Uwaga 10. Suma ortogonalna jest prosta, bo dla kazdej zerowej kombinacji liniowe;j
suma kwadratow norm skladnikéw na mocy ortogonalnosci i rownosci Pitagorasa jest
0, czyli wszystkie sktadniki sa 0 na mocy dodatniej okreslono$ci normy.

Uwaga 11. Z poprzedniej uwagi wynika, ze ortogonalne uktady niezerowych wektorow
sa liniowo niezalezne (Ich powloki linowe tworzg sume prosta, czyli w szczegolnosci
zaden nie nalezy do powloki liniowej pozostatych).

Stwierdzenie 17. Dopelnienia ortogonalne sa nawzajem swoimi anihilatorami.

Dowdd. Jezeli U, W sumuja sie ortogonalnie do V to mamy W C U+, ale dlav € U+
zapisujac go jako sume dwoch prostych skladnikow otrzymujemy 0 = (u,v) = ||u||*+
(u,w), czyli sktadnik v = 0, czyli v € W. O

Stwierdzenie 18. Skoriczenie wymiarowa podprzestrzen posiada jednoznacznie okre-
Slone dopelnienie ortogonalne—swoj anihilator.

Dowdd. Z twierdzenie o rzucie ortogonalnym wynika, ze U i U+ sumuja sie alge-
braicznie do calej przestrzeni (rzutujgc dowolny wektor na U dostajemy szukany
rozkltad). Jednoznaczno$é wynika z poprzedniego twierdzenia. ]

Whiosek 6. Dla U < V mamy dim U+ = dimV — dim U.

Dowdd. Na podstawie poprzednich trzech stwierdzenn U i jej anihilator sumuja sie
prosto do V, czyli pozostaje juz tylko skorzystaé z twierdzenia 9. O
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Stwierdzenie 19. Jezeli podzbior A C V ma skoriczenie wymiarowa powtoke linio-
wa, to (A1)t =linA.

Dowdd. Na podstawie stwierdzen 16 i 17 mamy A+ = linA+, czyli po skorzystaniu z
(UL = U dostajemy teze. O

Definicja 39. Dysponujac juz pojeciem przestrzeni wzajemnie ortogonalnych mo-
zemy zdefiniowaé rzut i symetrie ortogonalne wzgledem i na/wzdluz podprzestrzeni
sumujacych sie ortogonalnie. W przypadku rzutu nie jest to konflikt oznaczen po-
niewaz wynik dzialania tego operatora, bez niespodzianki, okazuje sie by¢ rzutem
ortogonalnym z twierdzenia o rzucie ortogonalnym.
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