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1 Ciaªo

De�nicja 1. Zbiór K z dziaªaniami dodawania + oraz mno»enia · (których ar-
gumentami s¡ dwa elementy z tego zbioru, a warto±ciami elementy z tego zbioru)
nazywamy ciaªem, je±li zawiera co najmniej dwa elementy oraz speªnione s¡ tzw.
aksjomaty ciaªa:

• ª¡czno±¢ dodawania: ∀a,b,c∈K(a+ b) + c = a+ (b+ c),

• istnienie elementu neutralnego dodawania (zera): ∃0∈K∀a∈Ka+ 0 = a,

• istnienie elementu przeciwnego: ∀a∈K∃b∈Ka+ b = 0,

• przemienno±¢ dodawania: ∀a,b∈Ka+ b = b+ a,

• ª¡czno±¢ mno»enia: ∀a,b,c∈K(a · b) · c = a · (b · c),

• istnienie elementu neutralnego mno»enia (jedynki): ∃1∈K∀a∈Ka · 1 = a,

• przemienno±¢ mno»enia: ∀a,b∈Ka · b = b · a,
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• rozdzielno±¢ mno»enia wzgl¦dem dodawania: ∀a,b,c∈Ka · (b+ c) = a · b+ a · c,

• istnienie elementu odwrotnego (dla ka»dego niezerowego elementu): ∀a∈K\{0}∃b∈Ka·
b = 1.

Ciaªami s¡ na przykªad: zbiór liczb rzeczywistych R (z dobrze znanymi dziaªa-
niami), zbiór liczb wymiernych Q, zbiór liczb zespolonych C.

Ciaªo oprócz powy»szych ma te» inne cz¦sto wykorzystywane wªasno±ci, które
wynikaj¡ wprost z aksjomatów. Poni»ej podajemy przykªady takich wªasno±ci. For-
malne dowodzenie takich oczywistych faktów nie jest bynajmniej naszym celem, ale
mo»e by¢ dobrym ¢wiczeniem na zapoznanie si¦ z de�nicj¡ ciaªa � zwªaszcza, »e
b¦dziemy korzysta¢ nie tylko ze wspomnianych ju» ciaª.

Twierdzenie 1. W ciele wyst¦puje tylko jeden element neutralny dodawania (0),
tylko jeden element neutralny mno»enia (1).

Dowód. Zaªó»my, »e 01 oraz 02 s¡ elementami neutralnymi dodawania. Wtedy 01 =
01 + 02 = 02.

Zupeªnie identycznie pokazuje si¦, »e istnieje tylko jeden element neutralny mno-
»enia.

Twierdzenie 2. • 0 · a = 0 dla dowolnego a ∈ K.

• 0 6= 1.

• Dla dowolnego a ∈ K element do niego przeciwny nie tylko istnieje, ale jest
wyznaczony jednoznacznie; oznaczmy go −a.

• Dla dowolnego a ∈ K \ {0} element do niego odwrotny nie tylko istnieje, ale
jest wyznaczony jednoznacznie; oznaczmy go a−1 albo 1

a
.

Dowód. Dowód pozostawiamy jako ¢wiczenie.

De�nicja 2. Zp oznacza zbiór {0, 1, . . . , p− 1} z dziaªaniami dodawania i mno»enia
zde�niowanymi tak, jak dla liczb caªkowitych, ale modulo liczba pierwsza p.

Przykªadowo, Z5 to zbiór {0, 1, 2, 3, 4}, w którym 1+2 = 3, 2+4 = 6 (mod 5) = 1,
1 · 4 = 4, 3 · 4 = 12 (mod 5) = 2.

Twierdzenie 3. Dla dowolnej liczby pierwszej p zbiór Zp z tak okre±lonymi dziaªa-
niami jest ciaªem.
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Dowód. Wi¦kszo±¢ wªasno±ci ciaªa mo»ecie sami sprawdzi¢. Nieoczywiste pozostaje
tylko, czy dla ka»dego niezerowego elementu istnieje element odwrotny; jest to znane
twierdzenie teorii liczb i nie b¦dziemy go tutaj udowadnia¢.

Bardzo wa»nym ciaªem jest Z2. Jest to zbiór {0, 1} z dziaªaniami takimi, »e
0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1 + 0 = 1, 1 + 1 = 0, 0 · 0 = 0, 0 · 1 = 1 · 0 = 0, 1 · 1 = 1. Mo»na na
te dziaªania patrze¢ tak»e jako na dziaªania logiczne na warto±ciach logicznych: 0 �
faªsz, 1 � prawda, + � alternatywa rozª¡czna (tzw. albo), · � koniunkcja (tzw. i).

De�nicja 3. Charakterystyka ciaªa K to najmniejsza niezerowa liczba jedynek tego
ciaªa, jakie nale»y do siebie doda¢, by otrzyma¢ 0. Oznaczamy t¦ warto±¢ jako charK.
Je±li taka liczba nie istnieje, wtedy charK = 0.

Przykªadowo, charakterystyki Q,R,C s¡ równe 0. Z kolei charZp = p.

2 Liczby zespolone

O liczbach zespolonych mo»ecie przeczyta¢ na przykªad na Wikipedii http://pl.
wikipedia.org/wiki/Liczby_zespolone lub na stronie http://www.ift.uni.wroc.
pl/~cislo/algebra/wyklad5.pdf. Z liczb zespolonych b¦dziemy czasami korzysta¢,
i chcieliby±my, »eby±cie rozumieli: dodawanie, mno»enie, branie odwrotno±ci, wzór de
Moivre'a, sprz¦»enie, moduª i orientowali si¦, jak te de�nicje interpretowa¢ geome-
trycznie na pªaszczy¹nie.

3 Przestrzenie liniowe

3.1 Podstawy

De�nicja 4. Przestrzeni¡ liniow¡ (lub wektorow¡) nad ciaªem K nazywamy zbiór V
z dziaªaniami dodawania wektorów, które dowolnej parze elementów z V (wektorów)
przyporz¡dkowuje inny element z V (wektor), oraz mno»enia wektora przez skalar,
które elementowi z ciaªa K (skalarowi) oraz elementowi z V (wektorowi) przyporz¡d-
kowuje element z V (wektor); w V wyró»niony jest wektor zerowy, oznaczany jako
0, przy czym speªnione s¡ nast¦puj¡ce aksjomaty (dla dowolnych u, v, w ∈ V oraz
a, b ∈ K):

• ª¡czno±¢ dodawania wektorów: u+ (v + w) = (u+ v) + w,

• przemienno±¢ dodawania wektorów: u+ v = v + u,

http://pl.wikipedia.org/wiki/Liczby_zespolone
http://pl.wikipedia.org/wiki/Liczby_zespolone
http://www.ift.uni.wroc.pl/~cislo/algebra/wyklad5.pdf
http://www.ift.uni.wroc.pl/~cislo/algebra/wyklad5.pdf
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• istnienie wektora neutralnego dodawania: v + 0 = v,

• istnienie wektora przeciwnego: dla v istnieje takie d ∈ V , »e v + d = 0,

• rozdzielno±¢ mno»enia wzgl¦dem dodawania wektorów: a · (u+ v) = a ·u+a · v,

• rozdzielno±¢ mno»enia wzgl¦dem dodawania skalarów: (a+ b) · v = a · v + b · v,

• ª¡czno±¢ mno»enia przez skalary: (a · b) · v = a · (b · v),

• 1 jest elementem neutralnym mno»enia: v · 1 = v.

Nie nale»y si¦ przera»a¢ powy»szymi aksjomatami. Wszystkie one obrazuj¡ proste
wªasno±ci, których »¡damy od dziaªa« dodawania wektorów i ich mno»enia przez
skalary.

Szczególn¡ rol¦ peªni¡ przestrzenie Kn nad ciaªem K. Przestrze« Kn to zbiór
ci¡gów n-elementowych o elementach z ciaªa K, czyli

Kn = {(a1, . . . , an) : a1, . . . , an ∈ K}

z naturalnie okre±lonymi dziaªaniami dodawania i mno»enia jako dodawanie i mno-
»enie po wspóªrz¦dnych:

(a1, . . . , an) + (b1, . . . , bn) = (a1 + b1, . . . , an + bn),

c · (a1, . . . , an) = (c · a1, . . . , c · an).

Najbardziej znane s¡ przestrzenie Rn, w szczególno±ci R1 = R czyli prosta rzeczy-
wista, R2 czyli dobrze znana nam pªaszczyzna, R3 czyli przestrze« trójwymiarowa,
któr¡ postrzegamy dookoªa siebie. Dodawanie wektorów w tych przestrzeniach zde�-
niowali±my wygl¡da dokªadnie tak, jak jest to pokazywane w szkole. Tak»e mno»enie
przez skalar, które jest po prostu jednokªadno±ci¡ o skali równej temu skalarowi, czyli
odpowiednim rozci¡ganiem.

Znowu otrzymujemy kilka oczywistych wªasno±ci:

Twierdzenie 4. • Dla ka»dego wektora v istnieje dokªadnie jeden wektor prze-
ciwny do niego u, czyli taki, »e v + u = 0; oznaczamy go jako −v i zachodzi
równo±¢ −v = (−1) · v.

• 0v = 0 dla ka»dego wektora v oraz a0 = 0 dla dowolnego skalara a.

• Je±li av = 0, to a = 0 lub v = 0.
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Dowód. Pozostawiamy dociekliwemu czytelnikowi.

De�nicja 5. Niepusty podzbiór W ⊂ V przestrzeni liniowej V jest podprzestrzeni¡
liniow¡ przestrzeni liniowej V , je±li jest zamkni¦ty ze wzgl¦du na dziaªania dodawania
oraz mno»enia przez skalar, czyli dla dowolnych u, v ∈ W,a ∈ K zachodzi:

• u+ v ∈ W ,

• av ∈ W .

�atwo sprawdzi¢, »e dziaªania dodawania i mno»enia w podprzestrzeni liniowej
zachowuj¡ wszystkie swoje magiczne wªa±ciwo±ci, wobec czegoW z tymi dziaªaniami
speªnia aksjomaty przestrzeni liniowej � jest przestrzeni¡ liniow¡.

Prostym przykªadem mo»e by¢ podprzestrze« W = {(a, a) : a ∈ R} przestrzeni
V = R2. V to caªa pªaszczyzna, W to prosta na pªaszczy¹nie opisana równaniem
y = x.

3.2 Liniowa zale»no±¢, baza i wymiar przestrzeni

De�nicja 6. Kombinacj¡ liniow¡ ukªadu wektorów v1, . . . , vn o wspóªczynnikach
a1, . . . , an nazywamy wektor

u = a1v1 + . . . anvn =
n∑
i=1

aivi.

Zauwa»my, »e je±li u oraz w s¡ pewnymi kombinacjami liniowymi wektorów
v1, . . . , vn, to u+ w oraz au dla dowolnego skalara a te» s¡ kombinacjami liniowymi
tych wektorów.

De�nicja 7. Przez U = lin(v1, . . . , vn) oznaczamy zbiór wszystkich kombinacji li-
niowych wektorów v1, . . . , vn.

Je±li wektory vi nale»¡ do przestrzeni V , to U jest jej podprzestrzeni¡. Mówimy, »e
U jest przestrzeni¡ rozpi¦t¡ na wektorach v1, . . . , vn. Mówimy, »e te wektory rozpinaj¡
przestrze« V , je±li U = V . W takiej sytuacji ka»dy wektor z V jest pewn¡ kombinacj¡
liniow¡ wektorów z U .

Uwaga 1. B¦dziemy mówi¢, »e ukªad wspóªczynników a1, . . . , an jest niezerowy, je±li
dla pewnego j zachodzi aj 6= 0.

Mo»e si¦ zdarzy¢, »e kombinacja liniowa wektorów o niezerowym ukªadzie wspóª-
czynników b¦dzie wektorem zerowym! Na przykªad dla a1 = 1, a2 = −1, v1 = v2 =(

1
0

)
mamy a1v1 + a2v2 =

(
1
0

)
−
(

1
0

)
=
(

0
0

)
= 0.
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De�nicja 8. Ukªad wektorów v1, . . . , vn nazywamy liniowo zale»nym, je±li dla pew-
nego niezerowego ukªadu wspóªczynników a1, . . . , an ich kombinacja liniowa jest wek-
torem zerowym:

n∑
i=1

aivi = 0.

Je±li nie istnieje taki niezerowy ukªad wspóªczynników, to ukªad ten nazywamy
liniowo niezale»nym.

Równowa»nie, ukªad v1, . . . , vn jest liniowo niezale»ny, wtedy i tylko wtedy, gdy
równo±¢

∑n
i=1 aivi = 0 implikuje a1 = a2 = . . . an. Jest to bardzo wa»ny fakt i

czytelnik powinien si¦ nad nim chwil¦ zastanowi¢.

Przykªadowo, ukªad wektorów

1
0
0

,
0

1
0

,
0

1
1

 jest liniowo niezale»ny (dlacze-

go?). Z kolei ukªad wektorów

0
1
1

,
 1
−1
1

,
1

0
2

 jest liniowo zale»ny (znajd¹ wspóª-

czynniki!).
Jest jeszcze jeden wa»ny sposób patrzenia na liniow¡ zale»no±¢ wektorów.

Stwierdzenie 1. Ukªad v1, . . . , vn jest liniowo zale»ny wtedy i tylko wtedy, gdy jeden
z tych wektorów da si¦ otrzyma¢ za pomoc¡ pewnej kombinacji liniowej innych.

Dowód. Zaªó»my, »e ukªad ten jest liniowo zale»ny. Wtedy
∑n
i=1 aivi = 0 dla nieze-

rowego ukªadu wspóªczynników. Przyjmijmy bez utraty ogólno±ci, »e a1 6= 0. Wtedy

v1 =
n∑
i=2

− ai
a1
vi,

co ko«czy dowód implikacji w jedn¡ stron¦. Dowód w drug¡ stron¦ pozostawiamy
jako ¢wiczenie.

W powy»szym dowodzie pokazali±my, »e v1 ∈ lin(v2, . . . , vn). Id¡c t¡ drog¡, otrzy-
mujemy

Wniosek 1. Ukªad wektorów jest liniowo zale»ny wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z
nich nale»y do przestrzeni rozpi¦tej na wszystkich innych.

Podamy kilka przydatnych faktów.
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Stwierdzenie 2. Dany jest ukªad wektorów v1, . . . , vn. Je±li zast¡pimy v1 pewn¡
kombinacj¡ liniow¡ o wspóªczynnikach a1, . . . , an tak¡, »e a1 6= 0, to przestrze« U
rozpi¦ta przez otrzymany ukªad wektorów b¦dzie identyczna z przestrzeni¡ W roz-
pi¦t¡ przez pocz¡tkowy ukªad wektorów.

Dowód. Niech v′1 =
∑n
i=1 aivi. Wtedy je±liW 3 v =

∑n
i=1 bivi, to v = b1

a1
v′1+

∑n
i=2(bi−

b1
a1
ai)vi ∈ U . Analogicznie dowodzimy v ∈ U =⇒ v ∈ W .

Sytuacja jest identyczna, je±li: zmienimy kolejno±¢ wektorów, pomno»ymy pewien
wektor przez niezerow¡ staª¡, dodamy jeden z wektorów do drugiego.

Stwierdzenie 3. Dany jest liniowo niezale»ny ukªad wektorów v1, . . . , vn. Je±li za-
st¡pimy v1 pewn¡ kombinacj¡ liniow¡ o wspóªczynnikach a1, . . . , an tak¡, »e a1 6= 0,
to otrzymany ukªad wektorów b¦dzie liniowo niezale»ny.

Dowód. Ukªad v2, . . . , vn jest liniowo niezale»ny. Gdyby±my po dodaniu do tego
ukªadu wektora v′1 =

∑n
i=1 aivi otrzymali ukªad liniowo niezale»ny, to oznaczaªo-

by to, »e v′1 jest kombinacj¡ liniow¡ v2, . . . , vn, czyli v
′
1 =

∑
i=2 bivi, co daje nam

a1v1 +
∑n
i=2 aivi =

∑n
i=2 vi, czyli a1v1 +

∑n
i=2(ai − bi)vi = 0. Ale pocz¡tkowy ukªad

wektorów byª liniowo niezale»ny, czyli a1 = a2 − b2 = . . . = an − bn = 0, co jest
sprzeczne z zaªo»eniem a1 6= 0.

Sytuacja jest identyczna, je±li: zmienimy kolejno±¢ wektorów, pomno»ymy pewien
wektor przez niezerow¡ staª¡, dodamy jeden z wektorów do drugiego.

Zauwa»my, »e je±li V = lin(v1, . . . , vm), to mo»emy wybra¢ najdªu»szy taki ukªad
wektorów vj1 , . . . , vjn taki, »e jest on liniowo niezale»ny. Okazuje si¦, »e rozpinaj¡
one przestrze« V ! Dlaczego? Po pierwsze ka»dy inny wektor vi mo»na otrzyma¢ jako
kombinacj¦ liniow¡ tych wektorów, gdy» gdyby byªo inaczej, mogliby±my wektor vi
doª¡czy¢ do tego ukªadu i otrzyma¢ jeszcze dªu»szy ukªad. Je±li za± caª¡ przestrze«
V da si¦ otrzyma¢ za pomoc¡ wektorów v1, . . . , vn, a ka»dy z tych wektorów da si¦
otrzyma¢ za pomoc¡ vj1 , . . . , vjn . Zastanówcie si¦ nad tym chwil¦, gdy» jest to bardzo
wa»ny wniosek. Mo»emy ten fakt poszerzy¢:

Twierdzenie 5. Sko«czenie generowana przestrze« V = lin(v1, . . . , vm) (taka, która
jest rozpinana przez sko«czenie wiele wektorów) posiada baz¦, czyli taki ukªad liniowo
niezale»nych wektorów vi1 , . . . , vin, które j¡ rozpinaj¡. Baz¦ t¦ mo»na wybra¢ spo±ród
wektorów rozpinaj¡cych t¦ przestrze«.

Ka»da baza przestrzeni V jest równoliczna.
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Dowód. Pierwsz¡ cz¦±¢ twierdzenia ju» udowodnili±my.
Zaªó»my, »e v1, . . . , vn oraz u1, . . . , uk s¡ bazami V oraz k < n.
Ukªad v2, . . . , vn jest liniowo niezale»ny oraz nie rozpina V , gdy» nie da si¦ za

jego pomoc¡ otrzyma¢ v1 (konsekwencja liniowej niezale»no±ci v1, . . . , vn). Wobec
tego istnieje takie ui1 , które nie jest kombinacj¡ liniow¡ v2, . . . , vn (gdyby ka»de ui
daªo si¦ otrzyma¢, to daªoby si¦ otrzyma¢ caª¡ przestrze«, bo u1, . . . , un rozpinaj¡ t¦
przestrze«). Zamieniamy wi¦c wektor v1 na ui1 . Otrzymujemy ukªad ui1 , v2, . . . , vn,
który jest liniowo niezale»ny.

Znowu, zabierzmy z tego ukªadu v2. Otrzymamy ukªad ui1 , v3, . . . , vn, który nie
rozpina V . Wobec tego istnieje taki ui2 , który nie jest kombinacj¡ liniow¡ tych wekto-
rów. Dodajemy go do ukªadu i otrzymujemy liniowo niezale»ny ukªad ui1 , ui2 , v3, . . . , vn.

Powtarzamy t¦ operacj¦, a» otrzymamy liniowo niezale»ny ukªad ui1 , . . . , uin . Ale
poniewa» k > n, to na pewno które± u si¦ powtarzaj¡: uia = uib dla pewnych a 6= b.
A to oczywi±cie znaczy, »e ten ukªad jest liniowo niezale»ny. Sprzeczno±¢.

De�nicja 9. Liczb¦ elementów dowolnej bazy V nazywamy wymiarem przestrzeni
V i oznaczamy dimV .

Przestrze« nazywamy sko«czenie wymiarow¡, je±li posiada ona sko«czon¡ baz¦.

Posiªkuj¡c si¦ powy»szym rozumowaniem, mo»emy udowodni¢

Twierdzenie 6 (Steinitza). Je±li ukªad wektorów u1, . . . , uk le»¡cych w przestrzeni
liniowej V = lin(v1, . . . , vm) jest liniowo niezale»ny, to:

• k ¬ m,

• z ukªadu v1, . . . , vm mo»na wybra¢ taki podukªad vj1 , . . . , vjm−k , »e

lin(v1, . . . , vm) = lin(u1, . . . , uk, vj1 , . . . , vjm−k).

W rzeczywisto±ci w drugim punkcie poka»emy mocniejszy fakt: ka»dy ukªad li-
niowo niezale»ny u1, . . . , uk w przestrzeni V o wymiarze n mo»na dopeªni¢ do bazy
u1, . . . , uk, vj1 , . . . , vjn−k .

Dowód. Oznaczmy dimV = n. Oczywi±cie n ¬ m, gdy» baz¦ przestrzeni V mo»na
wybra¢ z wektorów v1, . . . , vm.

Do ukªadu u1, . . . , uk rozpinaj¡cego pewn¡ przestrze« Uk dodajmy pewien wek-
tor vj1 /∈ Uk. Otrzymamy liniowo niezale»ny ukªad u1, . . . , uk, vj1 rozpinaj¡cy pewn¡
przestrze« Uk+1. Znowu dodajmy wektor vj2 taki, który nie nale»y do Uk+1. Post¦-
pujmy tak do chwili, gdy otrzymamy ukªad u1, . . . , uk, vj1 , . . . , vjs rozpinaj¡cy prze-
strze« Uk+s tak¡, »e dla dowolnego i zachodzi vi ∈ Uk+s. Z jednej strony oczywi±cie
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Uk+s ⊂ V , a z drugiej strony skoro v1, . . . , vn rozpinaj¡ V i nale»¡ do Uk+s, to na
pewno te» V ⊂ Uk+s, czyli ostatecznie V = Uk+s, czyli otrzymany ukªad jest baz¡ V .
Wobec tego k + s liniowo niezale»nych wektorów rozpina n-wymiarow¡ przestrze«,
czyli k + s = n, ale s  0, czyli k ¬ n ¬ m, co ko«czy dowód.

Z powy»szych rozwa»a« pªyn¡ bardzo wa»ne wnioski.

Twierdzenie 7. Je±li dimV = n oraz ukªad wektorów v1, . . . , vk w przestrzeni V
jest liniowo niezale»ny, to k ¬ n. Je±li k = n, to v1, . . . , vk jest baz¡ V .

Dowód. Czytelnik wykorzysta poprzednie twierdzenie.

Wniosek 2. Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

• ukªad v1, . . . , vk jest baz¡ przestrzeni V ,

• ukªad v1, . . . , vk jest najwi¦kszym liniowo niezale»nym ukªadem wektorów w V ,

• ukªad v1, . . . , vk jest najmniejszym ukªadem wektorów rozpinaj¡cym V .

Dowód. Równowa»no±¢ pierwszych dwóch punktów wynika z poprzedniego twierdze-
nia.

Równowa»no±¢ pierwszego i trzeciego punktu wynika z tego, »e z ka»dego ukªadu
rozpinaj¡cego V mo»na wybra¢ baz¦ o liczbie wektorów równej n = dimV . Wobec
tego »aden ukªad wektorów o liczbie mniejszej ni» n nie mo»e rozpina¢ V . Czyli ka»da
baza jest najmniejszym ukªadem ukªadem wektorów rozpinaj¡cym V .

Gdyby za± ukªad byª najmniejszym rozpinaj¡cym V i nie byª baz¡, to mo»na
by byªo z niego wybra¢ mniejsz¡ od niego baz¦, która byªaby mniejszym ukªadem
rozpinaj¡cym V .

Co ko«czy dowód.

Nast¦pny wniosek mówi, »e je±li przestrze« �siedz¡c¡� w V ma wymiar równy
wymiarowi V , to �wypeªnia� caª¡ przestrze« V .

Wniosek 3. Je±li U ⊆ V oraz dimU = dimV , to U = V .

Dowód. We¹my dowoln¡ baz¦ U , ma ona n elementów. Jest to ukªad liniowo nieza-
le»nych wektorów z V i jest ich tyle, ile wynosi dimV , czyli z ostatniego twierdzenia
wynika, »e s¡ baz¡ V . Wobec tego baza U rozpina V , czyli V ⊆ U i z zawierania w
drug¡ stron¦ otrzymujemy U = V .
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Twierdzenie 8. Je±li v1, . . . , vn jest baz¡ przestrzeni V , to dowolny wektor v mo»na
w jednoznaczny sposób przedstawi¢ jako kombinacj¦ liniow¡ wektorów bazowych: v =∑n
i=1 aivi.

Dowód. Oczywi±cie baza rozpina przestrze«, czyli v da si¦ zapisa¢ jako kombinacja
liniowa wektorów bazowych: v =

∑n
i=1 aivi dla pewnych wspóªczynników a1, . . . , an.

Pozostaje udowodni¢ jednoznaczno±¢ takiego zapisu. Mianowicie niech v =
∑n
i=1 bivi.

Wtedy otrzymujemy
∑n
i=1(ai− bi)vi = 0, ale z liniowej niezale»no±ci wektorów bazo-

wych wynika ai − bi = 0, czyli ai = bi. Co ko«czy dowód.

Powy»szy fakt pokazuje, »e ustalaj¡c pewn¡ baz¦ B wektorów w n-wymiarowej
przestrzeni V nad ciaªem K mo»emy ka»demu wektorowi z tej przestrzeni przypisa¢
wektor z przestrzeniKn, odpowiadaj¡cy wspóªczynnikom w odpowiedniej kombinacji
liniowej. Zapisujemy to:

[v]B =


a1
a2
...
an

 .
Zauwa»my, »e mno»¡c v przez skalar a otrzymamy:

[av]B = a[v]B =


a · a1
a · a2
...

a · an

 ,

za± dodaj¡c v do u:

[v]B + [u]B =


a1
a2
...
an

+


b1
b2
...
bn

 =


a1 + b1
a2 + b2

...
an + bn

 .

3.2.1 Przestrzenie niesko«czenie wymiarowe

Interesowa¢ nas b¦d¡ przede wszystkim przestrzenie sko«czenie wymiarowe i cz¦±¢
podanych przez nas twierdze« dotyczy tylko przestrzeni sko«czenie wymiarowych.
Powy»sze rozwa»ania pokazuj¡, »e wszystkie przestrzenie n-wymiarowe nad ciaªem
K s¡ do siebie bardzo podobne; pó¹niej poka»emy, »e jest to sªuszna intuicja.
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W rzeczywisto±ci, gdyby±my rozwa»ali przestrzenie sko«czenie wymiarowe, wy-
starczyªoby de�niowa¢ i dowodzi¢ wszystko w przestrzeniach Kn. Jednak nie chcemy
porzuca¢ przestrzeni niesko«czenie wymiarowych. Prostym przykªadem przestrzeni
liniowej niesko«czenie wymiarowej jest przestrze« wszystkich funkcji o argumentach
i warto±ciach rzeczywistych (f : R→ R) nad ciaªem liczb rzeczywistych. Dodawanie
i mno»enie przez skalar jest naturalnie zde�niowane: sum¡ funkcji f i g jest taka
funkcja h = f + g, »e h(x) = (f + g)(x) = f(x) + g(x). Podobnie f po pomno»eniu
przez liczb¦ rzeczywist¡ a daje tak¡ funkcj¦ h = a · f , »e h(x) = (a · f)(x) = a · f(x).

3.3 Dziaªania na przestrzeniach liniowych

De�nicja 10. Je±li mamy podprzestrzenie U,W ⊆ V , to sum¡ przestrzeni U i W
nazwiemy zbiór U +W = {u+ w : u ∈ U,w ∈ W}.

Mo»na ªatwo sprawdzi¢, »e U +W te» jest podprzestrzeni¡ V .

De�nicja 11. Je±li mamy podprzestrzenie U,W ⊆ V , to iloczynem przestrzeni U i
W nazwiemy przestrze« U ∩W = {v : v ∈ U, v ∈ W}.

Jako ¢wiczenie pozostawiamy sprawdzenie, »e U ∩W jest podprzestrzeni¡ V .

De�nicja 12. Je±li mamy podprzestrzenie U,W ⊆ V , to ich sum¦ S = U + W
nazywamy prost¡, je±li ka»dy element s ∈ S mo»na jednoznacznie przedstawi¢ jako
s = u+ w dla pewnych u ∈ U,w ∈ W . Tak¡ sum¦ oznaczamy jako S = U ⊕W .

Stwierdzenie 4. Dla podprzestrzeni U,W ⊆ V ich suma U +W jest prosta wtedy
i tylko wtedy, gdy U ∩W = {0} (mówimy w takiej sytuacji, »e przeci¦cie U i W jest
trywialne).

Dowód. Zauwa»my, »e U +W nie jest prosta wtedy i tylko wtedy, gdy istniej¡ dwie
ró»ne pary (u1, w1), (u2, w2), u1, u2 ∈ U,w1, w2 ∈ W takie, »e u1+w1 = s = u2+w2.
Ale takie pary istniej¡ wtedy i tylko wtedy, gdy v = u1 − u2 = w2 − w1, ale wtedy
v = u1 − u2 ∈ U oraz v = w2 − w1 ∈ W , czyli v ∈ U ∩ W . Czyli je±li takie
pary istniej¡, to U ∩W 3 v 6= 0 (bo u1 6= u2 lub w1 6= w2), czyli U ∩W niejest
trywialne. Z kolei je±li U ∩W nie jest trywialne, to bior¡c wektor 0 6= x ∈ U ∩W
oraz u1 = x,w2 = x, u2 = w1 = 0 otrzymujemy odpowiedni¡ par¦. Wobec tego
istnienie takich par jest równowa»ne z nietrywialno±ci¡ przeci¦cia U ∩W , co ko«czy
dowód.

De�nicja 13. Podprzestrzeni¡ dopeªniaj¡c¡ do podprzestrzeni U ⊆ V nazywamy
dowoln¡ podprzestrze« W ⊆ V tak¡, »e U ⊕W = V .
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Stwierdzenie 5. Podprzestrze« W ⊆ V jest dopeªniaj¡ca do podprzestrzeni U ⊆ V
wtedy i tylko wtedy, gdy U +W = V oraz U ∩W = {0}.

Dowód. Wynika wprost z poprzedniego stwierdzenia oraz oczywistego wymogu, by
suma U +W wypeªniaªa caª¡ przestrze« V .

Twierdzenie 9. Dla ka»dej podprzestrzeni U ⊆ V istnieje przestrze« dopeªniaj¡ca
W ⊂ V i dla ka»dej takiej przestrzeni dopeªniaj¡cej zachodzi dimU+dimW = dimV .

Dowód. Najpierw udowodnimy istnienie przestrzeni dopeªniaj¡cej do U . We¹my do-
woln¡ baz¦ przestrzeni U . Jest to oczywi±cie ukªad liniowo niezale»ny. Wobec tego
na mocy tego, co udowodnili±my przy okazji dowodu twierdzenia Steinitza, mo»emy
ten ukªad dopeªni¢ do bazy V . Niech W b¦dzie przestrzeni¡ rozpi¦t¡ przez wekto-
ry dopeªniaj¡ce baz¦ U do bazy V . Oczywi±cie U + W to przestrze« rozpi¦ta przez
wszystkie wektory bazowe bazy V , wi¦c U +W = V . Z jednoznaczno±ci zapisu wek-
tora jako kombinacji wektorów bazowych wynika, »e suma U ⊕ V jest prosta, co
ko«czy pierwsz¡ cz¦±¢ dowodu.

We¹my teraz dowolne podprzestrzenie U,W ⊆ V takie, »e U ⊕W = V . Wybierz-
my baz¦ w U (wektory u1, . . . , uk) oraz baz¦ wW (wektory w1, . . . , wl). Udowodnimy,
»e wektory z obu tych baz razem tworz¡ baz¦ V . Mianowicie poniewa» U +W = V ,
oraz rozpinaj¡ one caªe U i W , to rozpinaj¡ one caª¡ przestrze« V . S¡ tak»e liniowo
niezale»ne, gdy» gdyby tak nie byªo, to pewna niezerowa kombinacja liniowa tych
wektorów byªaby równa 0:

u+ w = (α1u1 + . . .+ αkuk) + (β1w1 + . . .+ βlwl) = 0 = (0 + 0),

ale to jest sprzeczne z jednoznaczno±ci¡ zapisu 0 ∈ V jako sumy elementów u + w,
u ∈ U,w ∈ W . St¡d baza przestrzeni V ma k + l elementów, czyli

dimU + dimW = k + l = dimV.

3.4 Przeksztaªcenia liniowe

De�nicja 14. Niech V,W b¦d¡ przestrzeniami liniowymi nad ciaªem K. Funkcj¦
ϕ : V → W nazywamy przeksztaªceniem liniowym, je±li dla dowolnych u, v ∈ V oraz
dla ka»dego a ∈ K zachodzi

• ϕ(u+ v) = ϕ(u) + ϕ(v),
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• ϕ(av) = aϕ(v).

De�nicja 15 (suma, iloczyn). Niech ϕ, ψ : V → W b¦d¡ przeksztaªceniami linio-
wymi. Wtedy ich sum¡ nazwiemy odwzorowanie ϕ+ ψ : V → W takie, »e

∀v∈V (ϕ+ ψ)(v) = ϕ(v) + ψ(v),

za± iloczynem ϕ przez element c ∈ K nazwiemy odwzorowanie cϕ : V → W takie, »e

∀v∈V (cϕ)(v) = c · ϕ(v).

Oczywi±cie w powy»szych de�nicjach otrzymujemy odwzorowania b¦d¡ce równie»
przeksztaªceniami liniowymi.

De�nicja 16 (zªo»enie). Niech ϕ : V → W,ψ : W → Z b¦d¡ przeksztaªceniami
liniowymi. Ich zªo»eniem nazwiemy odwzorowanie ψ ◦ ϕ : V → Z takie, »e

∀v∈V (ψ ◦ ϕ)(v) = ψ(ϕ(v)).

De�nicja 17. J¡drem przeksztaªcenia liniowego ϕ : V → W nazywamy zbiór

kerϕ = {v ∈ V : ϕ(v) = 0} = ϕ−1(0),

za± obrazem nazywamy zbiór

imϕ = {ϕ(v) : v ∈ V } = ϕ(V ).

Stwierdzenie 6. Je±li ϕ : V → W jest przeksztaªceniem liniowym, to kerϕ oraz
imϕ s¡ podprzestrzeniami liniowymi odpowiednio V oraz W .

De�nicja 18. Rz¦dem przeksztaªcenia liniowego ϕ nazywamy wymiar jego obrazu,
czyli liczb¦ dim imϕ.

De�nicja 19. Przeksztaªcenie liniowe ϕ : V → W jest:

• epimor�zmem, je±li jest na,

• monomor�zmem, je±li jest ró»nowarto±ciowe,

• izomor�zmem, je±li jest bijekcj¡ (czyli epimor�zmem i monomor�zmem),

• endomor�zmem, je±li V = W ,

• automor�zmem, je±li V = W oraz ϕ jest izomor�zmem.
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Stwierdzenie 7. Przeksztaªcenie liniowe ϕ : V → W jest epimor�zmem wtedy i
tylko wtedy, gdy imϕ = W .

Przeksztaªcenie liniowe ϕ : V → W jest monomor�zmem wtedy i tylko wtedy,
gdy kerϕ = {0}.

Dowód. Pierwsza cz¦±¢ stwierdzenia wynika wprost z de�nicji.
Oczywi±cie 0 ∈ kerϕ. Zaªó»my teraz, »e istnieje x 6= 0, x ∈ kerϕ. Wtedy

ϕ(0) = ϕ(x) = 0, czyli wtedy ϕ nie jest monomor�zmem. Wobec tego je±li ϕ jest
monomor�zmem, to kerϕ = {0}. Z drugiej strony, je±li ϕ(x) = ϕ(y) dla x 6= y, to
ϕ(x − y) = ϕ(x) − ϕ(y) = 0, wi¦c 0 6= x − y ∈ kerϕ. Wobec tego je±li kerϕ = {0},
to ϕ jest monomor�zmem.

Stwierdzenie 8. Rz¡d przeksztaªcenia liniowego ϕ : V → W jest nie wi¦kszy, ni»
dimW .

Dowód.
imϕ ⊆ W =⇒ dim imϕ ¬ dimW.

Twierdzenie 10. Przeksztaªcenie liniowe ϕ : V → W jest jednoznacznie okre±lo-
ne przez jego warto±ci w elementach tworz¡cych baz¦ przestrzeni V , to znaczy je±li
(v1, . . . , vn) jest baz¡ V , to zapisuj¡c v w tej bazie oraz maj¡c ustalone warto±ci
ϕ(v1), . . . , ϕ(vn) otrzymujemy

ϕ(v) = ϕ(α1v1 + . . .+ αnvn) = α1ϕ(v1) + . . .+ αnϕ(vn).

Dowód. Dowód przez oczywisto±¢: powy»sza równo±¢ wynika z liniowo±ci v, za± jed-
noznaczno±¢ wynika wprost z jednoznaczno±ci zapisania v w bazie (v1, . . . , vn).

Udowodnimy teraz bardzo istotne twierdzenie dotycz¡ce izomor�zmów:

Twierdzenie 11. Przeksztaªcenie liniowe ϕ : V → W jest izomor�zmem wtedy i
tylko wtedy, gdy przeprowadza baz¦ przestrzeni V na baz¦ przestrzeni W .

Dowód. Zaªó»my, »e ϕ jest izomor�zmem. We¹my dowoln¡ baz¦ (v1, . . . , vn) prze-
strzeni V . Zauwa»my, »e skoro jest to baza, to wektory te rozpinaj¡ V , czyli ka»dy
wektor ϕ(v) mo»na zapisa¢ jako ϕ(v) = ϕ(α1v1+ . . .+αnvn) = α1ϕ(v1)+ . . . αnϕ(vn),
czyli wektory (w1 = ϕ(v1), . . . , wn = ϕ(vn)) rozpinaj¡ imϕ = W . Z drugiej strony s¡
liniowo niezale»ne, gdy»

0 = α1w1 + . . .+ αnwn = ϕ(α1v1 + . . .+ αnvn) =⇒
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ϕ(α1v1 + . . .+ αnvn) = 0 =⇒ α1v1 + . . .+ αnvn = 0 =⇒ α1 = . . . = αn = 0

ostatnia implikacja jest prawdziwa, gdy» ukªad (v1, . . . , vn) jest baz¡, czyli jest liniowo
niezale»ny.

Zaªó»my teraz, »e ϕ przeprowadza baz¦ (v1, . . . , vn) przestrzeni V na baz¦ (w1 =
ϕ(v1), . . . , wn = ϕ(vn))przestrzeni W . Ale je±li tak jest, to na pewno imϕ = W , gdy»
wektory z bazy W rozpinaj¡ W oraz znajduj¡ si¦ w imϕ. Pozostaªo wi¦c udowodni¢,
»e kerϕ = {0}. Ale v ∈ kerϕ =⇒ ϕ(α1v1 + . . . + αnvn) = 0 =⇒ α1ϕ(v1) + . . . +
αnϕ(vn) = α1w1 + . . . + αnwn = 0 =⇒ α1 = . . . = αn = 0 =⇒ v = 0, co ko«czy
dowód.

Wnioskiem z powy»szego twierdzenia jest:

Twierdzenie 12. Przestrzenie V i W s¡ izomor�czne wtedy i tylko wtedy, gdy
dimV = dimW .

Dowód. Udowodnili±my ju», »e je±li V i W s¡ izomor�czne, to izomor�zm prze-
ksztaªca baz¦ jednej przestrzeni na baz¦ drugiej, czyli ich wymiary s¡ równe. Je±li
za± ich wymiary s¡ równe, to na mocy poprzednich dwóch twierdze« mo»emy okre±li¢
przeksztaªcenie ϕ takie, »e je±li (v1, . . . , vn) oraz (w1, . . . , wn) s¡ bazami V i W (s¡
równoliczne, bo dimV = dimW ), to ϕ(v1) = w1 i rzeczywi±cie to jest izomor�zm.

Wiemy dzi¦ki temu, »e dwie n-wymiarowe przestrzenie liniowe nad tym samym
ciaªem K s¡ w swej istocie identyczne i w szczególno±ci izomor�czne z Kn. Jest
to bezpo±rednio zwi¡zane z jednoznaczno±ci¡ zapisu wektora z takiej przestrzeni w
pewnej n-elementowej bazie tej przestrzeni.

De�nicja 20. Obci¦ciem przeksztaªcenia ϕ : V → W do podprzestrzeni U ⊆ V
nazywamy przeksztaªcenie ϕ|U : U → W takie, »e ϕ|U(v) = ϕ(v).

Stwierdzenie 9. Je±li V = kerϕ ⊕ U , to przeksztaªcenie ϕ|U : U → W jest mono-
mor�zmem.

Dowód. Z de�nicji obci¦cia wynika wprost, »e kerϕ|U ⊆ kerϕ, ale przecie» kerϕ|U ⊆
U , wi¦c {0} ⊆ kerϕ|U ⊆ kerϕ ∩ U = {0}, a st¡d wynika, »e kerϕ|U jest monomor�-
zmem.

Obcinanie przeksztaªcenia do podprzestrzeni dopeªniaj¡cej do jego j¡dra tutaj
sªu»y temu, by �wyrzuci¢� z dziedziny tego przeksztaªcenia j¡dro i zajmowa¢ si¦
tylko istotnym �fragmentem� tego przeksztaªcenia. Podobnie, gdy imϕ 6= W , zapewne
b¦dziemy chcieli ograniczy¢ przeciwdziedzin¦ tylko do istotnego fragmentu, czyli do
imϕ.
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Stwierdzenie 10. Przeksztaªcenie ϕ′ : V → imϕ takie, »e ϕ′(v) = ϕ(v) jest epimor-
�zmem.

Dowód. Wystarczy zauwa»y¢, »e imϕ′ = imϕ.

Mo»emy u»y¢ obu tych trików, by maj¡c przeksztaªcenie ϕ : V → W oraz roz-
kªad V = kerϕ ⊕ U uzyska¢ przeksztaªcenie ϕ′ : U → imϕ b¦d¡ce jednocze±nie
epimor�zmem i monomor�zmem, czyli izomor�zmem.

Korzystaj¡c z uzyskanych wiadomo±ci, mo»emy udowodni¢ twierdzenie wskazu-
j¡ce podstawow¡ zale»no±¢ mi¦dzy j¡drem przeksztaªcenia i jego obrazem.

Twierdzenie 13. Dla dowolnego przeksztaªcenia liniowego ϕ : V → W zachodzi

dim kerϕ+ dim imϕ = dimV.

Dowód. Okre±lmy przeksztaªcenie ϕ′ : U → imϕ takie, »e ϕ′(v) = ϕ(v) oraz U ⊕
kerϕ = V . Z powy»szych dwóch stwierdze« wynika, »e jest ono izomor�zmem. Ale
wobec tego U oraz imϕ s¡ izomor�czne, czyli dimU = dim imϕ. Z drugiej strony
U ⊕ kerϕ = V , czyli dim kerϕ + dim imϕ = dim kerϕ + dimU = dimV, co ko«czy
dowód.

3.4.1 Rzutowania i symetrie

Z tego fragmentu skryptu najprawdopodobniej nie b¦dziemy korzysta¢, ale umiesz-
czamy go, by poda¢ przykªady stosowania poznanych poj¦¢ i twierdze«.

De�nicja 21. Rzutowaniem przestrzeni V na podprzestrze« U ⊆ V wzdªu» dopeª-
niaj¡cej do niej podprzestrzeni W ⊆ V (czyli takiej, »e U ⊕ W = V ) nazywamy
przeksztaªcenie ψ : V → V takie, »e je±li zapiszemy v ∈ V jako sum¦ v = u + w dla
u ∈ U,w ∈ W , to zachodzi ψ(v) = U .

Zauwa»my, »e imψ = U oraz kerψ = W , wi¦c imψ ⊕ kerψ = V , je±li ψ jest
wskazanym powy»ej rzutowaniem.

De�nicja 22. Symetri¡ przestrzeni V wzgl¦dem podprzestrzeni U ⊆ V wzdªu» do-
peªniaj¡cej do niej podprzestrzeni W ⊆ V (czyli takiej, »e U ⊕W = V ) nazywamy
przeksztaªcenie ψ : V → V takie, »e je±li zapiszemy v ∈ V jako sum¦ v = u + w dla
u ∈ U,w ∈ W , to zachodzi ψ(v) = −u+ w.

Zauwa»my, »e imψ = V oraz kerψ = {0}.
Z poj¦ciami rzutowania i symetrii wi¡»e si¦ nast¦puj¡ce stwierdzenie, które podaje

ich alternatywne de�nicje:
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Twierdzenie 14. ψ jest rzutowaniem wtedy i tylko wtedy, gdy ψ2 = ψ (ψ2 = ψ ◦ψ).
ψ jest symetri¡ wtedy i tylko wtedy, gdy ψ2 = Id, gdzie Id to przeksztaªcenie

identyczno±ciowe, Id(v) = v.

Dowód. Czytelnik sam sprawdzi, »e dla rzutowania ψ zachodzi ψ2 = ψ, oraz podob-
nie, »e dla symetrii ψ zachodzi ψ2 = Id.

Udowodnimy, »e je±li ψ2 = ψ, to ψ jest rzutowaniem. Mianowicie niech U = imψ.
Zauwa»my, »e ψ(U) = ψ(ψ(V )) = ψ2(V ) = ψ(V ) = U , czyli poniewa» dim kerψ|U =
dimU−dim imψ|U = dimU−dimψ|U(U) = dimU−dimψ(U) = dimU−dimU = 0,
to w U nie istnieje element u 6= 0 taki, »e ψ(u) = 0, wi¦c kerψ∩U = {0}. Wobec tego
suma kerψ + U jest prosta, ale dim kerψ ⊕ U = dim kerψ + dimU = dim kerψ +
dim imψ = dimV . Poniewa» kerψ ⊕ U ⊆ V , to kerψ ⊕ U = V . Teraz zapisuj¡c
v ∈ V w postaci v = u + w, gdzie u ∈ U,w ∈ kerψ otrzymujemy ψ(u + w) =
ψ(u) + ψ(w) = ψ(u). Ale poniewa» u ∈ imψ, to istnieje x takie, »e u = ψ(x). Czyli
ψ(u) = ψ(ψ(x)) = ψ2(x) = ψ(x) = u, czyli ψ jest rzutowaniem na U wzdªu» kerψ.

Udowodnimy, »e je±li ψ2 = Id, to ψ jest symetri¡. Mianowicie rozpatrzmy prze-
ksztaªcenie ϕ = 2−1 · (Id − ψ) (element 2 = 1 + 1 znajduje si¦ w ka»dym ciele!).
Otó» ϕ2 = (2−1 · (Id− ψ))2 = 2−2 · (Id2 − 2 · ψ ◦ Id + ψ2) = 2−2 · (Id− 2 · ψ + Id) =
2−1 · (Id−ψ) = ϕ, czyli ϕ jest rzutowaniem na pewn¡ przestrze« U wzgl¦dem pewnej
przestrzeniW . Z tego wynika, »e dla v ∈ V , gdzie v = u+w, u ∈ U,w ∈ W , zachodzi
ψ(v) = Id(v) − 2 · ϕ(v) = v − 2 · u = u + w − 2u = −u + w, co oznacza, »e ψ jest
symetri¡ wzdªu» U wzgl¦dem W .

3.5 Macierze

De�nicja 23. Macierz¡ m × n o wyrazach ze zbioru V nazwiemy funkcj¦ A :
{1, 2 . . . ,m} × {1, 2, . . . n} → V . Jej warto±ci na parach (i, j) b¦dziemy oznacza¢ aij
i nazywa¢ wyrazami macierzy. Wygodnie jest traktowa¢ i zapisywa¢ macierze jako
prostok¡tne tabelki- wówczas naturalne okazuje si¦ nazwanie wyrazów ai1, ai2, . . . , ain
oraz a1j, a2j, . . . , amj odpowiednio i�tym wierszem i j�t¡ kolumn¡ macierzy A. Zbiór
wszystkich macierzy m× n o wyrazach ze zbioru V oznaczamy Mm×n(V ).

De�nicja 24. Niech A ∈ Mm×n(F). Operacjami elementarnymi na wierszach na-
zwiemy nast¦puj¡ce operacje na A:

• Dodanie do jednego wiersza innego przemno»onego przez liczb¦.

• Pomno»enie wiersza przez niezerow¡ liczb¦.

• Zamiana dwóch wierszy miejscami
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Analogicznie de�niujemy elementarne operacje na kolumnach.

De�nicja 25. Mówimy, »e macierz A jest w postaci schodkowej gdy ka»dy wiersz ze-
rowy znajduje si¦ poni»ej ka»dego wiersza niezerowego, oraz dla ka»dego wiersza jego
pierwszy niezerowy wyraz znajduje si¦ dalej na prawo ni» pierwszy niezerowy wyraz
w wierszu poprzednim. Gdy te pierwsze niezerowe wyrazy s¡ jedynkami, mówimy »e
macierz jest w postaci schodkowej zredukowanej.

Twierdzenie 15. Ka»d¡ macierz mo»na za pomoc¡ pierwszej i trzeciej elementar-
nej operacji na wierszach sprowadzi¢ do postaci schodkowej, a potem stosuj¡c druga
operacj¦, do postaci schodkowej zredukowanej.

Dowód. Prosta indukcja po liczbie wierszy.

Uwaga 2. Relacja bycia poª¡czonym ci¡giem operacji elementarnych jest relacja rów-
nowa»no±ci w zbiorze macierzy ustalonego rozmiaru.

Stwierdzenie 11. Je»eli A′ powstaje z A za pomoc¡ ci¡gu operacji elementarnych,
to gdy a1, . . . an to wiersze A mamy lin(a1, . . . an) = lin(a′1, . . . a

′
n).

Dowód. Skoro relacja bycia poª¡czonym ci¡giem operacji elementarnych jest relacj¡
równowa»no±ci, to wystarczy udowodni¢ to stwierdzenie dla jednej operacji elementarnej-
wystarczy przekona¢ si¦ o jednej inkluzji powªok, poniewa» druga wyniknie z zamiany
roli macierzy A i A′. Mno»enie przez niezerowy skalar nie zmienia zbioru kombinacji
liniowych, poniewa» wystarczy poprawi¢ jeden wspóªczynnik. Dla zamiany wierszy
zamieniamy dwa wspóªczynniki miejscami, a dla dodawania wierszy przemna»amy
jeden wspóªczynnik przez odpowiedni skalar i dodajemy do drugiego.

Uwaga 3. Niech a1, . . . , an ∈ Fn i V = lin(a1, . . . , an). Wówczas gdy A jest macierz¡ o
wierszach a1, . . . , an, a A

′ macierz¡ schodkow¡ otrzyman¡ operacjami elementarnymi
z A. Wówczas niezerowe wiersze a′i tworza baz¦ V .

Dowód. Niezerowe wiersze tworz¡ ukªad liniowo niezale»ny, oraz rozpinaj¡ caª¡ prze-
strze«, skoro operacje elementarne nie zmieniaj¡ powªoki liniowej wierszy.

Uwaga 4. Niech A ∈ Mm×n(F) b¦dzie macierz¡ o kolumnach k1, . . . , kn, a A
′ ma-

cierz¡ schodkow¡ otrzyman¡ z A za pomoc¡ elementarnych operacji na wierszach.
Je»eli k′j1, k

′
j2, . . . , k

′
jr s¡ kolumnami A′ zawieraj¡cymi pierwsze niezerowe wyrazy

niezerowych wierszy A′, to kj1, kj2, . . . , kjr stanowi¡ baz¦ przestrzeni rozpi¦tej przez
kolumny A.
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Dowód. Niech a1kj1+. . .+arkjr = 0. Ta równo±¢ pozostaje prawdziwa niezale»nie od
operacji wykonywanych na wierszach, w szczególno±ci dla macierzy A′, co oznacza »e
a1, . . . , ar s¡ rozwi¡zaniem jednorodnego ukªadu równa« z macierz¡ wspóªczynników
o kolumnach k′j1, k

′
j2, . . . , k

′
jr� jest oczywiste »e jedynie wektor zerowy stanowi rozwi¡-

zanie. Wystarczy teraz pokaza¢, »e dla kazdego j zachodzi kj ∈ lin(kj1, kj2, . . . , kjr),
czyli »e istniej¡ takie b1, . . . , br, »e kj = b1kj1+ b2kj2+ . . .+ brkjr, czyli równowa»nie
k′j = b1k

′
j1+b2k

′
j2+ . . .+brk

′
rk, co daje ukªad równa« o macierzy rozszerzonej maj¡cej

kolumny kj1′, kj2′, . . . , kjr′, k′j, czyli niezawieraj¡cy wiersza maj¡cego same zera poza
ostatni¡ kolumna, czyli jest niesprzeczny.

De�nicja 26. Macierz¡ transponowan¡ do A ∈ Mm×n(F) nazwiemy macierz B ∈
Mn×m(F), tak¡ »e aij=bji. Oznaczamy j¡ przez AT .

Stwierdzenie 12. Dla dowolnej macierzy A ∈ Mm×n(F) wymiar powªoki linowej
rozpietej przez wiersze a1, . . . am jest równy wymiarowi powªoki liniowej rozpi¦tej
przez kolumny k1, . . . , kn.

Dowód. Sprowad¹my A do postaci schodkowej. Wówczas na mocy poprzednich uwag
niezerowe wiersze a′1, . . . , a

′
r s¡ baz¡ lin(a1, . . . , am), oraz gdy k′j1 , . . . , k

′
jr s¡ kolum-

nami A′ zawieraj¡cymi wyrazy naro»ne (rozpoczynaj¡ce schodki, czyli pierwsze nie-
zerowe wyrazy w wierszach), kolumny kj1 , . . . , kjr stanowia baz¦ lin(k1, . . . , kn).

De�nicja 27. Maksymaln¡ liczb¦ linowo niezale»nych wierszy i kolumn macierzy A
nazywamy rz¦dem i oznaczamy przez rA, rkA, rankA.

Twierdzenie 16 (Kronecker-Cappelli). Rozwa»my ukªad U m równa« linowych n
zmiennych o macierzy rozszerzonej AU i macierzy wspóªczynników A. Wówczas ukªad
jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy gdy rA = rAU . Przestrze« rozwi¡za« W jedno-
rodnego ukªadu równa« odpowiadaj¡cego U ma wymiar n− r, oraz zbiór rozwi¡za« U
to a+W gdzie a jest dowolnym rozwi¡zaniem U .

Dowód. Niech a1, a2, . . . , an, b b¦da kolumnami AU , czyli U ma rozwi¡zanie ⇐⇒ b ∈
lin(a1, . . . , an) ⇐⇒ lin(a1, . . . , an) = lin(a1, . . . , an, b) ⇐⇒ dim lin(a1, . . . , an) =
dim lin(a1, . . . , an, b) ⇐⇒ rA = rAU . Gdy macierz schodkowa otrzymana z A ma r
niezerowych wierszy, to rozwiazanie ukªadu ma r zmiennych zale»nych n − r para-
metrów, czyli wymiar przestrzeni rozwi¡za« wynosi n− r, a gdy a jest rozwi¡zaniem
U , to c jest rozwi¡zaniem U tylko gdy a− c ∈ W .
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3.5.1 Macierze przeksztaªce« liniowych

De�nicja 28. Niech f : V → W b¦dzie przeksztaªceniem liniowym miedzy dwoma
przestrzeniami linowymi i niech A = {a1, . . . , an} i B = {b1 . . . , bm} b¦d¡ bazami V
i W . Macierz¡ przeksztaªcenia f w bazach A,B nazywamy M ∈ Mm×n(F), tak¡ za

dla ka»dego j mamy f(aj) =
m∑
i=i
aijbi. Oznaczamy j¡ M(f)BA.

Uwaga 5. Przy ustalonych bazach dwóch przestrzeni przyporz¡dkowanie ka»demu
operatorowi (przeksztaªceniu) liniowemu jego macierzy w tych bazach zadaje izomor-
�zm mi¦dzy przestrzeni¡ operatorów liniowych na tych przestrzeniach, a przestrzeni¡
wszystkich macierzy odpowiedniego rozmiaru.

De�nicja 29. Iloczynem macierzy A ∈Mm×k(F) i B ∈Mk×n(F) nazywamy macierz

C ∈Mm×n(F), tak¡ »e cij =
k∑
l=1

ailblj i oznaczamy A ·B lub krócej AB.

Uwaga 6. Oznaczaj¡c przez I macierz maj¡c¡ zera wsz¦dzie poza przek¡tna na której
znajduj¡ si¦ jedynki otrzymujemy równo±ci IA = A = AI.

Stwierdzenie 13. Stosuj¡c oznaczenia z de�nicji macierzy przeksztaªcenia oznacza-
jac przez c1, . . . , cn i d1, . . . , dm s¡ wspóªrz¦dnymi wektorów v i f(v) w bazach A i
B, to zachodzi równo±¢

M ·


c1
...
cn

 =


d1
...
dm

 .
Dowód. Wystarczy w wyra»aniu f(v) rozpisa¢ wektor v na wspóªrz¦dne, skorzysta¢
z liniowo±ci, rozpisa¢ obrazy wektorów bazowych na wspóªrz¦dne, skorzysta¢ z de-
�nicji mno»enia macierzy i na koniec skorysta¢ z jednoznaczno±ci wspóªczynników
kombinacji liniowych.

De�nicja 30. Niech A i B b¦d¡ bazami przestrzeni V . Wówczas macierz identycz-
no±ci w tych bazach nazywamy macierz¡ zmiany baz od A to B. Nie jest to nazwa
przypadkowa, poniewa» na podstawie powy»szego stwierdzenia mno»enie przez ni¡
kolumnowego wektora zawieraj¡cego wspóªrz¦dne pewnego wektora w bazie A daje
w wyniku kolumnowy wektor wspóªrz¦dnych tego wektora w bazie B.

Twierdzenie 17. Je»eli V,W,Z sa przestrzeniami liniowymi nad F z bazami A,B,C,
oraz f : V → W i g : W → Z s¡ operatorami linowymi, to M(g ◦ f)CA = M(g)CB ·
M(f)BA.



22 Algebra liniowa dla ±miertelników

Dowód. Niech A = {a1, . . . , an}, B = {b1, . . . , bm} i C = {c1, . . . , ck}. Wówczas
oznaczaj¡c maªymi literami a, b, c wyrazy wy»ej wymienionych macierzy przeksztaª-
ce« otrzymujemy

f(aj) =
m∑
t=1

aijbt, g(bt) =
k∑
i=1

bitci, (g ◦ f)(aj) =
k∑
i=1

cijci,

a wówczas w wyra»eniu (g◦f)(aj) ponownie rozpisuj¡c na wspóªrz¦dne, korzystaj¡c z

liniowo±ci i powy»szych równo±ci otrzymujemy dla ka»dych i, j, »e cij =
m∑
t=1

bitatj.

De�nicja 31. MacierzA ∈Mn×n(F) nazwiemy odwracaln¡ gdy isniejeB ∈Mn×n(F),
taka »e AB = I. Wówczas B oznaczamy A−1 i nazywamy macierz¡ odwrotn¡ do A.

Twierdzenie 18. Macierz A ∈ Mn×n(F) jest odwracalna, gdy endomor�zm f prze-
strzeni Fn zadany warunkiem A = M(f)stst jest izomor�zmem.

Dowód. Gdy AB = I to de�niujemy endomor�zm g warunkiem B = M(g)stst. Wów-
czas M(fg)stst = M(f)ststM(g)stst = AB = I = M(id)stst, czyli f jest epimor�zmem
mi¦dzy przestrzeniami tego samego wymiaru, czyli izomor�zmem. Na odwrót za po-
moc¡ izomor�zmu odwrotnego de�niujemy macierz B, która dzi¦ki analogicznemu
rachunkowi oka»e si¦ macierz¡ odwrotna do A.

Uwaga 7. Skoro izomor�zm odwrotny jest wyznaczony jednoznacznie, oraz izomor-
�zm odwrotny do odwrotnego to on sam to gdy AB = I mamy tak»e BA = I, oraz
macierz odwrotna jest wyznaczona jednoznacznie.

4 Przestrzenie unitarne

4.1 Iloczyn skalarny

F oznacza albo R, albo C (mo»na podstawi¢ dowolne z nich).

De�nicja 32. Iloczynem skalarnym na przestrzeni wektorowej V nad ciaªem F ∈
{R,C} (nie b¦dziemy rozpatrywa¢ innych ciaª) nazwiemy funkcj¦ 〈·, ·〉 : V 2 → V
posiadaj¡c¡ nast¦puj¡ce wªa±ciwo±ci:

• Liniowo±¢ wzgl¦dem pierwszej zmiennej:

∀u,v,w∈V,α,β∈F〈αu+ βv, w〉 = α〈u,w〉+ β〈v, w〉.
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• Symetria hermitowska:
∀v,w∈V 〈v, w〉 = 〈w, v〉,

gdzie · oznacza sprz¦»enie zespolone.

• Dodatnia okre±lono±¢:
∀v∈V 〈v, v〉  0,

przy czym równo±¢ zachodzi tylko dla v = 0.

De�nicja 33. Par¦ (V, 〈·, ·〉) b¦dziemy nazywa¢ przestrzeni¡ unitarn¡ w przypadku
gdy F = C, a gdy F = R b¦dziemy stosowali zamiennie nazw¦ przestrze« euklidesowa.
W przypadku gdy jest jasne o jaki iloczyn skalarny chodzi b¦dziemy pomija¢ drugi
element pary.

De�nicja 34. Dªugo±ci¡ lub norm¡ wektora v przestrzeni unitarnej V nazwiemy

funkcj¦ || · || : V → R+0 dana wzorem ||v|| =
√
〈v, v〉.

Uwaga 8. Z de�nicji iloczynu skalarnego wynika, »e ||αv|| = |α| · ||v||, oraz ||v||  0,
przy czym równo±¢ zachodzi tlyko gdy v = 0.

De�nicja 35. Iloczyn skalarny w przestrzeni Rn de�niujemy nast¦puj¡co:

x1
...
xn

 ,

x1
...
xn


 = x1y1 + . . .+ xnyn.

W przestrzeni Cn b¦dzie to:

x1
...
xn

 ,

x1
...
xn


 = x1ȳ1 + . . .+ xnȳn.

Mo»na sprawdzi¢, »e powy»sze de�nicje w przestrzeniach Fn speªniaj¡ wcze±niej
podane aksjomaty. W szczególno±ci de�nicja dªugo±ci wektora i iloczynu skalarnego
wektora w przestrzeniach R2,R3 jest taka sama, jak¡ znamy ze szkoªy.

Stwierdzenie 14 (Najwa»niejsze wªasno±ci iloczynu skalarnego). Gdy 〈·, ·〉 jest
iloczynem skalarnym na V , to dla dowolnych v1, v2, . . . , vn, w1, w2, . . . wm ∈ V i
x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . ym ∈ F mamy〈

n∑
i=1

xivi,
m∑
j=1

yjwj

〉
=

n∑
i=1

m∑
j=1

xiyj〈vi, wj〉.
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Dla v, w ∈ V zachodz¡ tzw. to»samo±ci polaryzacyjne: 4 Re〈v, w〉 = ||v+w||2+ ||v−
w||2, oraz 4 Im〈v, w〉 = ||v + iw||2 − ||v − iw||2.
Ka»dy ró»nowarto±ciowy operator (epimor�zm) L : V → W , gdzieW jest przestrze-
ni¡ unitarn¡ wyznacza pewien iloczyn skalarny na V wzorem 〈v1, v2〉V = 〈L(v1), L(v2)〉W .

De�nicja 36. Wektory w, v ∈ V nazwiemy ortogonalnymi (prostopadªymi), gdy
〈v, w〉 = 0 i oznaczamy to v ⊥ w. Podzbiory V nazwiemy ortogonalnymi gdy ich
elementy sa parami ortogonalne. Ukªad paramy ortogonalnych wektorów nazwiemy
ortogonalnym, a gdy maja wszystkie norm¦ równ¡ 1, to taki ukªad nazwiemy orto-
normalnym.

Stwierdzenie 15 (Natychmiastowy wniosek z dwuliniowo±ci). Jedynym wektorem
ortogonalnym do caªej przestrzeni jest wektor zerowy.
Dla X, Y ∈ V mamy X ⊥ Y ⇒ Y ⊥ X, lin(X) ⊥ lin(Y ).
Gdy (vi)i=1,...,n jest ortogonalnym ukªadem wektorów ma miejsce równo±¢ Pitagorasa:

||
n∑
i=1

vi||2 =
n∑
i=1

||vi||2.

Twierdzenie 19 (Gram-Schidt, o ortogonalizacji). ka»da sko«czenie generowana
podprzestrze« przestrzeni unitarnej posiada baz¦ ortogonaln¡.

Twierdzenie 20 (O rzucie ortogonalnym). Niech U ¬ V i dimU <∞. Wówczas

∀v∈V ∃!v′ ∈ Uv − v′ ⊥ U,

oraz je»eli (e1, . . . , en) jest ortonogonaln¡ baz¡ U zachodzi równo±¢

v′ =
n∑
i=1

〈v, ei〉
〈ei, ei〉

ei.

Dowód. Tych twierdze« b¦dziemy dowodzi¢ jednocze±nie przez indukcj¦- najpierw
poka»my pierwsze z nich pod zaªo»eniem, »e istnieje baza ortonormalna, nast¦pnie
posªuguj¡c si¦ wªa±nie udowodniona implikacj¡ poka»emy drugie twierdzenie, aby na
koniec wywnioskowa¢ z niego peªn¡ wersj¦ twierdzenia o rzucie ortogonalnym.
Niech (e1, . . . , en) b¦dzie ortogonaln¡ baz¡ U . Wówczas ka»dy v′ ∈ U mo»na za-

pisa¢ jako
n∑
i=1

λiei, oraz v − v′ ⊥ lin(e1, . . . , en) = U ⇐⇒ ∀iv − v′ ⊥ ei, ale

〈v − v′, ei〉 = 0 ⇐⇒ 〈v, ei〉 − λi〈ei, ei〉 (korzystamy tytaj z dwuliniowo±ci o ortogo-
nalnosci bazy), czyli v′ speªnia »¡dane warunki wtedy i tlyko wtedy gdy jest zadany

wzorem v′ =
n∑
i=1

〈v,ei〉
〈ei,ei〉ei.
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W twierdzeniu o ortogonalizacji Grama-Schmidta ukªad zªo»ony z jednego wekto-
ra jest ortogonalny. Przypu±¢my wi¦c, »e twierdzenie jest prawdziwe dla wszyst-
kich przestrzeni unitarnych wymiaru mniejszego ni» n. We¹my teraz dowoln¡ baz¦
(v1, . . . , vn) i na mocy zaªo»enia indukcyjnego wybierzmy ortogonaln¡ baz¦ (e1, . . . , en−1)
przestrzeni lin(v1, . . . , vn−1). Teraz niech v′ b¦dzie ortogonalnym rzutem vn na lin(v1, . . . , vn−1)-
wówczas v′ ∈ lin(v1, . . . , vn−1), czyli lin(v1, . . . , vn−1, vn) = lin(v1, . . . , vn−1, vn −
v′), oraz v − n − v′ ⊥ lin(v1, . . . , vn−1), czyli ∀iv − n − v′ ⊥ ei, co oznacza »e
(e1, . . . , en−1, vn − v′) stanowi szukan¡ baz¦ ortogonaln¡.
Ostatecznie ª¡cz¡c ostatnie dwa paragrafu otrzymujemy tez¦ twierdzenia o rzucie
ortogonalnym.

Uwaga 9. Ka»da sko«czenie wymiarowa przestrze« unitarna posiada baz¦ ortonor-
maln¡ i ka»dy ukªad ortonormalny (który jest oczywi±cie liniowo niezalze»ny) daje
si¦ uzupeªni¢ do bazy ortonormalnej.

Dowód. Istnienie bazy ortonozmalnej wynika natychmiast z twierdzenia o ortogona-
lizacji. uzupeªniaj¡c nasz ukªad ortonormalny do jakejkolwiek bazy mo»emy prze-
prowadzi¢ ortogonalizacj¦ otrzymanej bazy i zauwazy¢ »e pocz¡tkowe ortonormalne
wektory nie ulegn¡ zmianie.

Twierdzenie 21. Rzutowanie ortogonalnie nie zwi¦ksza normy wektorów, a nierów-
no±¢ jest ostra, gdy rzutowany wektor nie nale»y do podprzestrzeni na która rzutuje-
my.

Dowód. Je»eli rzutujemy v na U i v ∈ U , to jego rzutem jest on sam (speªnia wyma-
gane warunki, a rzut jest wyznaczony jednoznacznie). W przeciwnym wypadku ma
miejsce równo±¢ Pitagorasa ||v||2 = ||v′||2 + ||v − v′||2, przy czym ||v − v′||2 6= 0.

Wniosek 4 (Cauchy-Buniakowski-Schwarz). |〈v, w〉| ¬ ||v||·||w||, przy czym równo±¢
zachodzi gdy v, w s¡ linowo zale»ne.

Dowód. Gdy w = 0 zachodzi równo±¢. W przeciwnym wypadku rzutuj¡c v na lin(w)
na mocy poprzedniego twierdzenia i twierdzenia o rzucie ortogonalnym otrzymujemy
|〈v,w〉|
||W || ¬ ||v||, oraz odpowiednie warunki opisuj¡ce przupadek równo±ci.

Wniosek 5 (Bessel). Gdy (e1, . . . , en) ∈ V jest ortonormalny, to
n∑
i=1
|〈v, ei〉|2 ¬ ||v||2

i równo±¢ zachodz gdy v ∈ lin(e1, . . . , en).

Dowód. Rzutuj¡c v na lin(e1, . . . , en) otrzymujemy na podstawie równo±ci Pitago-

rasa ||v′||2 =
n∑
i=1
|〈v, ei〉|2 ¬ ||v||2, czyli teza wraz z przypadkiem równo±ci wynika z

udowodnionego twierdzenia.
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4.2 Przestrzenie ortogonalne

De�nicja 37. Dla dowolnego podzbioru A ⊂ V przez A ortogonalne lub anihilator
rozumiemy zbiór {v ∈ V v ⊥ A}. A ortogonalne oznaczamy A⊥.

Stwierdzenie 16 (Najwazniejsze wªasno±ci anihilatora). Dla dowolnych podzbiorów
A,B ⊂ V mamy

• A⊥ =
⋂
a∈A a

⊥ i jest to podprzestrze« V .

• (A ∪B)⊥ = A⊥ ∩B⊥.

• A ⊂ B ⇒ A⊥ ⊃ B⊥.

• (linA)⊥ = A⊥.

De�nicja 38. Mówimy, »e V jest suma ortogonaln¡ podprzestrzeni Vi gdy jest ich
sum¡ algebraiczn¡ i s¡ one parami ortogonalne. Gdy zawiera ona dwa skªadniki to
ka»dy z nich nazywamy dopeªnieniem ortogonalnym drugiego.

Uwaga 10. Suma ortogonalna jest prosta, bo dla ka»dej zerowej kombinacji liniowej
suma kwadratów norm skªadników na mocy ortogonalno±ci i równo±ci Pitagorasa jest
0, czyli wszystkie skªadniki s¡ 0 na mocy dodatniej okre±lono±ci normy.

Uwaga 11. Z poprzedniej uwagi wynika, »e ortogonalne ukªady niezerowych wektorów
s¡ liniowo niezale»ne (Ich powªoki linowe tworz¡ sum¦ prost¡, czyli w szczególno±ci
»aden nie nale»y do powªoki liniowej pozostaªych).

Stwierdzenie 17. Dopeªnienia ortogonalne s¡ nawzajem swoimi anihilatorami.

Dowód. Je»eli U,W sumuj¡ si¦ ortogonalnie do V to mamy W ⊂ U⊥, ale dla v ∈ U⊥
zapisuj¡c go jako sum¦ dwóch prostych skªadników otrzymujemy 0 = 〈u, v〉 = ||u||2+
〈u,w〉, czyli skªadnik u = 0, czyli v ∈ W .

Stwierdzenie 18. Sko«czenie wymiarowa podprzestrze« posiada jednoznacznie okre-
±lone dopeªnienie ortogonalne�swój anihilator.

Dowód. Z twierdzenie o rzucie ortogonalnym wynika, »e U i U⊥ sumuj¡ si¦ alge-
braicznie do caªej przestrzeni (rzutuj¡c dowolny wektor na U dostajemy szukany
rozkªad). Jednoznaczno±¢ wynika z poprzedniego twierdzenia.

Wniosek 6. Dla U ¬ V mamy dimU⊥ = dimV − dimU .

Dowód. Na podstawie poprzednich trzech stwierdze« U i jej anihilator sumuj¡ si¦
prosto do V , czyli pozostaje ju» tylko skorzysta¢ z twierdzenia 9.
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Stwierdzenie 19. Je»eli podzbiór A ⊂ V ma sko«czenie wymiarow¡ powªok¦ linio-
w¡, to (A⊥)⊥ = linA.

Dowód. Na podstawie stwierdze« 16 i 17 mamy A⊥ = linA⊥, czyli po skorzystaniu z

(U⊥)⊥ = U dostajemy tez¦.

De�nicja 39. Dysponuj¡c ju» poj¦ciem przestrzeni wzajemnie ortogonalnych mo-
»emy zde�niowa¢ rzut i symetri¦ ortogonalne wzgl¦dem i na/wzdªu» podprzestrzeni
sumuj¡cych si¦ ortogonalnie. W przypadku rzutu nie jest to kon�ikt oznacze« po-
niewa» wynik dziaªania tego operatora, bez niespodzianki, okazuje si¦ by¢ rzutem
ortogonalnym z twierdzenia o rzucie ortogonalnym.
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